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はしがき

字詰線発見以来の問題、起源、加速、イ云播の壬つの問題のうち、前の二つの理解

は最近大きく進歩した。それにたいし、伝播の問題は現象論的なモデルの利用に留

まっている。

この状況を打破して、宇宙線のデータから具体的な謀河に関わる量を引き出すた

めにいくつかのモデルの構築を試みた。

この試みの方向で、銀河に関する量が引き出せることは示されたが、モデルの不

定住や、宇宙隷観測のデータが不十分であることから、一意的な決定にまで、は歪っ

ていない。

モデルの精密化と観測の進展とあいまって、銀河についての震をさらに引き出し

て行きたい。
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1 序

宇宙線は、恒星の進化の段階で重元素が合成され、その進化の最終段階の超新星

爆発で生まれ、銀河磁場の中を伝播して地球に達すると考えられている。

恒星の進化は、宇宙物理学の中で最も確立された分野で、宇宙の中で起きる物理

現象の解明の拠り所となっている。また超新星爆発により、合成された元素が放出

され、爆発の衝撃波が宇宙線の加速を行っている。このことは太陽風のボウショッ

クでの直接観測や、電子のシンクロトロン轄射の観測から、このメカニズムによる

加速があることは確実な事と考えられている。

しかし、伝播に関しては現象論的な LeakyBox Modelが多く用いられており、具

体的な伝播のメカニズ、ムを含むモデルは確立されていない。この「伝播」の理解の

状況は、宇宙線の「起源」、「加速」の問題が、一定の理解に達していることから見

ると、甚だ不十分である。

そこでこの「伝播」の現象論を一歩脱した、銀河磁場やそこでの散乱を具体的に採

り入れたモデルの構築を試みた。このモデルの構築が、科研費の申請の目的である。

モデルの構築は、次の二つのアプローチで、行った。一つは散乱を素過程を仮定し、

それにより宇宙線が拡散されて行く様子を調べ、散乱の素過程の当否や、散乱点の

分布を決めて行くもの。これはその手法から、「ブラウン運動モデル」と呼ぶ。他の

一つは、拡散方程式の散乱に銀河磁場の空間的不均一性を導入していくもので、「拡

散方程式モデル」と呼ぼう。

これらのモデルを構築することで、銀河磁場の平均的な性質を導き出すことが出

来ることが示された。

この研究では、報告者が指導した修士課程の4人の学生、蜂須賀一也(平成 10 

年卒業、総合研究大学院大学国立天文台進学)、荒木田英禎(平成 11年卒業、総

合研究大学院大学国立天文台進学)、三浦芳春(平成 11年卒業、高校教師就任)、

高橋郁真(平成 12年卒業、ソフト会社就職)との共同研究が中心となっている。

以下、 LeakyBox Modelを批判的に再検討し、「フ守ラウン運動モデル」、「拡散方

程式モデル」について述べ、成果を示した後、今後の課題と方向について議論する。
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2 Leaky Box Model 

宇宙線伝播のモデルは、宇宙隷の元素組成やエネルギ…スベクトルの観測が進み、

高エネルギーの宇宙線の多くが太揚起源でなく銀河起源である事が明らかになって

来た段階で必要になって来た。問、 [6]

伝播モデルの構築で震要な観測事実は、

.宇宙線角分布の等方性

・宇宙線一次二次粒子の比が小さい事-宇宙線の銀河からの洩れだし

-一次二次粒子の比のエネルギー依存性

等がある。 [7]

これを説明するもっとも構単な現象論的なモデルに LeakyBox Modelがある。こ

れは銀河を大きな箱と考え、宇宙線拡銀河内で一様に生まれて、その中を自由に飛

び悶り、の曹にぶつかった時は、 i麗当な確事で跳ね返って銀河の中に留まった号、盤

をすり抜けたりするものである。宇宙線が完全に銀河の中に関じ込められるのでは

なく、壁に禽突した時適当な確率で外へ洩れ出すモデルである。

これを一次元で考えてみよう。宇宙線は、長さ Lの線分の中に閉じ込められてい

、端で跳ね返された号、外へ洩れ出すものとする。平均 λの距離を走って外へ洩

れ出すとすれば、長さ dxでの字詰糠の稲数の変化は

む
一
入N
 

N
 
d
 

(2.1) 

で示される。これを解けば、

N == Noe-f. (2.2) 

となり、宇宙線の銀河から洩れ出すまでに走る距離は指数関数的に減少することを

示す。銀河内での宇宙線の速度 uが一定ならば、 x== vtであるから、宇宙線の銀河

内での滞在時間 tも閉じように、指数関数的に減少することになる。

このモデルから

-i銀河の壁との衝突回数
.;銀河の盛と衝突した時の洩れ出す確率

ということが出来る。しかし、具体的にこれらの輩を銀河モデルから構築すること

は出来ないが、入というパラメータにエネルギ…抜存性を持たすことにより観測を

再現することが可能である。

-6-



この時、宇街線の運動量を p、電荷(原子番号)を Z、光速、電子の電荷の絶対価

をそれぞれ、 c、eとし

R==去[V] (2.3) 

で定義される、ワジヂイテイ(rigidity硬さ)を用いると、原子番号の如荷に関わらず

同じ入を用いることが出来る。このことは、宇宙線の運動を支配する現象が電議的

なものであることを示している。

さらに、銀河空間中を伝播している最中の星間物質との禽突による核破砕を考惑

に入れれば、 i種の京子核の個数変化は

dN. I 1 1 ¥ __ r-o. Po_.，脅 ι

-.-'=-1，一十一一i五十予‘」ヱι+Q?:
x ¥入i2t 入2cf- f三入:ftJ m (2.4) 

で表せられる。ここで入Lz辻、核種tの衝突の平均自由行程、入;乙は、洩れ出しの
平均自由行程、 Fう→i，之、核種j(j >りが箭突の破砕で核種 iを生み出す確率一

fragmentation probability、Qitま核種iの発生を表す壌である。

衝突の平均自由行程;之、核種により大きく異なるが、数GeVjnucleonを越えた領

域でのよにネル平…依存性は小さい。洩れ出しのほうはエネルギー依存性があり、こ

れをRigidityを用いて表せば、

入;sc江 R-O (2.5) 

となり、核種によらずーっの式で表せられる。

つぎに、定常状態を考えて
dNi r. 

dx 
(2.6) 

だから、式 (2.4)は、

一(土十土)N444手均十Qi== 0 
いjft 入間/ 公

(2.7) 

となる。この式 (2.7)を解析してみる。

核破砕による核子の生成より発生源からの生成が圧倒的に多い場合(例えば鉄原

子核など)を仮定すると、

一(志+去)九十Qi== 0 (2.8) 

となる。

ここでんsc>>入品となる領域を考える。 その時の LeakyBox Modelの方程

式は、

士九十Qi勾 O
Ni記入escQi

一7-

(2.9) 

(2.10) 



となる。ここで発生源でのエネルギースペクトルを R-βとすると、

N
i 
<x R-J-β (2.11) 

となり、宇宙線強度に伝播による変化が起きる。

今とは逆に、核種が発生源では生成されず、伝播中の核破砕により生じる核種の

場合(例えばsub鉄一二次核種)

f 1 1 ¥イ」命
-1一一+一一 ilvt+」 LこN，;=0 
¥入弘 入esc} 入口t 3 

(2.12) 

という LeakyBox Modelの方程式になる。ここで核破砕の種類は 1種類だけを考え

ることにする。

ここで入以》入escとなる領域を考えると、

となる。

N・=入ρepEご~N，;
z 四 C 入jネ J
cx R-J R-J-β 

cx R-2d-β 

よってこの二つの場合(例えばsub鉄と鉄)の宇宙線流束の比をとると、

subFe n-J 

Fe 

となり、宇宙線の洩れ出しの Rigidity依存性の程度を表す 6が得られる。

(2.13) 

(2.14) 

(2.15) 

このように LeakyBox Modelは少ないパラメータで、観測データを整理すること

が出来るので、一般的によく用いられてきたが、伝播の全てを洩れ出しのパラメー

タに押し込めであり、これを現実的な銀河と結びつけられない現象論的なモデルで

ある。

そこで、伝播をより現実的に扱うために、以下のブラウン運動モデルと拡散方程

式モデルを発展させる。
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3 ブラウン運動モデル

宇宙線の銀河伝播をブラウン運動として解析した例は、例えば早川先生の教科書

にあるが、これは完全に等方的な散乱を扱っていて、拡散モデルとの関係なども議

論されている。そして等方的な散乱を考える時、 Brown運動と Fokker-Planck方程

式との関係等も議論されている。

ここでは、宇宙線伝播の現実的なモデルを構築するために、銀河内伝播を以下の

ように考え、ブラウン運動的に宇宙線の伝播を扱ってみる。

・銀河のディスクに散乱点が一様に分布している。

・散乱はそれぞれの散乱点では等方的ではなく、エネルギーが高くなるほど進行

方向からのずれが小さくなる。

第二の点が我々の新しい試みで、最初の段階ではこの散乱を現象論的に扱い、次

に3. 3節で、その散乱を磁場の構造から導く試みについて述べる。

3.1 2次元の場合

以上のような動機を持って伝播過程に散乱を持ち込む事を試みた。まず2次元格

子で考える。この時散乱は四方向のみであるが、進行方向の散乱が他の三方向に比

べてどれくらいの割合かを示す qというパラメータを導入する。式で表せば、 pを

進行方向に進む確率、他の三方向に等確率で散乱されるとすれば、散乱の様子は次

の図3.1で示される。そして、前方へ散乱される確率 pは、パラメータ qを用いて

(l-p) /3 

p 
(l-p) /3 

(1-p)j3 

図 3.1:散乱

ー一川
D
4
 

(3.1) 
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とあらわされる。エネルギーが高ければ散乱角度は小さくなち qは大きくなると

えられるから、定性的に

エネルギ、-?や今 q/ス

と言える。従ってここでは qをエネルギ…のかわりに使うが、エネルギー依存性の

はっき与した散乱モデルを作る事が必要で、これは??で議論される。

このような散乱のそデルに基づき、図 3.2に示した格子の中心から粒子を出発さ

• 
4 

関 3.2:伝播過程

せ、いろいろな qに対して粒子が一番外部までに達する平均ステップ数 (N)をそ

ンテカル口法により求めた。そして格子の間隔も変化させる。この平均ステップ数

は、宇宙線の銀河を洩れ出すまでの平均自由行程とみなす事ができ、慈子間隔は散

乱点の分布に関係する量である。

格子の間関を変化させた時全体の大きさは冨定されておち、格子間隅をァとした

、洩れ出すまでの平均スチップ数 (N)は

(N)→ (3.2) 

の通常の拡散の関係がみてとれ、これは qによらない。

次に qを変化させてそれぞれの (N)を求めて図示する。

ここで設自すべきは、宇宙線の盤粒子成分中の一次核と二次核の比から LeakyBox 

Modelにより求めちれた、 escapelengthのエネルギ…(正確には Rigidity)依事性

と同じ傾向を示している事である。

その傾向を挙げれば、

-10 -
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-あるよにネルギーまでは escapelengthはほぼ一定。

-そのエネルギーを越えると、 escapelengthは減少する。

Leaky Box Model出は、この瀕向をパラメータを用いて表しているが、ここでは散

乱のエネル平一依存性のモデルを導入する事でこの傾向の再現が可能となっている。

例えば、 HEAO-C3のグループは観測データから [9]

入一134.1sR-o.6 gjcm2 (R > 4.4GV) 
esc -)ωs gjcm2 (R < 4.4GV) 

(3.3) 

という実験式を得ている。ここで Rは、 rigidity、浮は宇宙線の速度と光速との比

である。この式を図示すれば次の図 3.5となる。

100 
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-ゐ
ふ
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u
W
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p
 

入esc{gjcm2)0 

1 
1 10 

Rigidity R( GV) 
100 

図 3.5:HEAO司C3の観溺による rigidityとescapelength 

洩れだしまでの平均散乱菌数が減少を始めるのは、四方への散乱の確率が等しい

q = 1のところで、これ以下では三方向の散乱確率が等しくおおよそ等方散乱とみ

なせるので平均散乱回数が q=lによらなく会る o q> 1では、前方散乱の影響が

強くなり qの増加とともに洩れだしやすくなるので、平均散乱回数は減少する。

閣には明確示していないが、 qが大きくなるにつれて平均散乱回数は一定値に近

付く事は、シミュレ…ションでも確認してあるし、定性的にも理解できる事である O

Leaky Box Modelでは、 escapelengthが減少するようにパラメータを決めると高エ
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ネルギーにおいて escapelength 

ルギーから上では escapelengthを

る。しかし、このモデルでは自然に

くなり非当方性が出てしまうので、あるエネ

にするように、手でパラメータをいれてい

に近づくようになっている。これは、こ

のモデルの特畿の一つである。

これまでの議論は定性的会比較である。これを越え は我々の用いた qと

エネルギーの対応、を明らかにする必繋があるが、その前に escapelengthが

領域(すなわち qによらない領域)での平均散乱呂数を用いて定量的な議論を行って

みる。

格子全体の大きさを一辺20kpcとおしこれは一応銀河薩径を考えた数値である

が、特にこの龍に拘るものではない。さらに考えている空間の物質密度 pを1cm3

あたり湯子一億とすれば、平均散乱回数を escapelengthに焼き藍す事ができる。

なわち

入esc= (N)γp [g/cm2] (3.4) 

となる。ここで γは、格子間隔で、観瀕された escapelengthとの比較により決め

ようとするパラメータで、散乱の平均自由行程にあたる最である。

前述のように格子全棒の大きさと物質密度を固定して、平均散乱回数を escape

lengthに境き直して、グラフにすると平加な部分で実験との一致が良いものほ γ

100pcとした次のものである。水平の実線が、洩れ出しの平均自由行程が低いエネ

ルギ、…で一定となっている債を表している。

このことから、上に述べた条件のもとで散乱の平均自由行程は 100pcと言う

ができる。

これまでは、粒子の発生点を中心として来たが、 j原をずらした時でも下図のよう

にescapelengthにはほとんど変化がない。したがって、源がある領域に一様に分布

していてもこの結論に変わりはない。

以上のように、散乱のモデルを作る

lengthの振舞が得られ~。

よち LeakyBox Modelによる escape

3.2 3次元の場合

同様のことを 3次冗で試みた。

3次元の場合、散乱を以下のように拡張する。

(3.5) 

この非等方的な散乱による RandomWalk Modelから

ー 13-
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図 3.6:我々のモヂんより qとescapelength 
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図 3.7:源の設置の依存性
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1.散乱条件に対する平均散乱回数を求める。

2.平均散乱回数と escapelengthは結び付いているから、 escapelengthのエネ

ルギー依存性の実験結果との比較を行う。

3.この比較から、観測結果を満たすような銀河の構造を求める。

銀河ハローを含めた宇宙線の伝播では銀河ハローの構成要素がまだよく分かつて

いないため、円盤部分とハロ一部分とを区別することなく物質は宇宙線が伝播する

際に横切ってきたと予想される平均通過質量密度で一様に分布しているとして伝播

範囲内での“平均的"な量について考えることにする。よって最終的に求めようと

する磁場の乱れのスケールは銀河円盤と銀河ハローを含めた全伝播範囲での平均の

乱れのスケールである。

また、銀河ハローの広がりについてもまだよく分かつていない。よって銀河ハロー

の大きさによって観測結果を満たすような伝播条件はどのように違ってくるのか、

銀河ハローの大きさと stepsizeの関係についても調べてみる。

入esc

(gjcm2) 

100 

10 

1 

0.1 
0.01 0.1 

"l=20pc"一一

1 10 100 1000 
q 

図 3.8:Escape Lengthと散乱確率の比 qとの関係 (H= 10 kpc、l= 20 pc) 

以上から、観測との比較で一意的ではないが銀河ハローと散乱点の間隔の組を得

ることが出来る。これらの組合せの時観測との一致を見るが、その一つの場合につ

いての qとescapelengthとの関係を次に示す。

このように、 3次元の場合でも 2次元の場合と同様に観測結果を導くことが出来

た。しかも 3次元への拡張により、銀河の構造を具体的に議論できることが示された。
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入esc

(gjcm2) 
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。.1

0.01 
0.01 

銀i可ハヨ…

3 kpc 

5 kpc 

10 kpc 

step size : l 

3.9 pc 

9.6 pc 

20 pc 

表3.1:観灘結果を満たす伝播条件

0.1 1 
q 
10 

"H=10主pc"一一
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刊日出法pc"一一

100 1000 

図3.9:銀河ハローの大きさに対する EscapeLengthと散乱確率の比 qとの関係(l

20 pc) 
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3.3 散置しについて

以上の議論では散乱は、パラメ…タ qを用いて議論したが、このような性寅を持

つ散乱を、具体的な磁場構造から導くことが、銀河の磁場構造をより現実的に議論

するために必要で、ある。すなわち、ある領域を考え、そこに磁場を配して散乱領域

として、格子点に霊く。しかし、その領域での銀河磁場を決めるパラメータの数を

少なくするために、磁場を乱流として扱う。こうすれば、磁場の平均殖を与えるこ

とで、その領域での礎場は決定できる。すなわち

・前述のそヂルの格子点に広がりを持たせ、この領域で散乱を起こさせ、この広

がりは等間関で銀河に存在すると佼定する。

・工に述べた領域の内部に議場の乱れが存在し、それにより宇宙線が散乱される。

以下、完成はしていないがその試みのうちのこつを述べる。議論の出発点とし

の仮定は、以下のとおりである。

ひとつは、コルモゴルフのエネルギースペクトラムが、 E(k)cx k-fで、エネル
ギー密度を表すから、これを銭湯のエネルギー密度と考え、

B(k)2αk-i (3.6) 

として、これから磁場をつくる方法である。拡散モヂルの磁場の不均一さはこのよ

うにしてつくられている。この方法が一番簡単と患われるが、乱流と磁場を対応さ

せるやり方はこれだけではない。

もう一つは、流体の乱れの解析と磁場の散乱と類推を、プラズマの非庄縮性の磁

気流体と考え、

渦度ω==rotvやゆ磁場B

の対応、を科用し、以下のステッブで求める。

1.乱流のコルモゴルフのエネルギー・スペクトんを仮定 E(k) cx k-frac53 

2.これより乱流の速度場の相関関数を求める。

(3.7) 

3.この速度相関から、上に述べた渦度と磁場との対応、を利用して乱れた磁場をつ

くる 0

4.上に述べた磁場で粒子を散乱させる。
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上のように乱流をもとにして磁場をつくれば、極めて一般的な形での磁場となるの

で、仮定を少なくできる。

しかしこの場合には、上のステップで3番目が成功していない。これは令後の課

題で、最初の方法とともにさらに解析の必要がある。
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4 拡散方程式モデル

4.1 拡散方程式と境界条件としての銀河の構造

宇宙線の伝捲を拡散方程式を用いて記述する試みは、 Ginzburgらによって始めら

れた。(開えば [8])この拡散方翠式の最もー殻的な形は

8N翁~ _ ~ 8 ，~ ~ _， 1 
BJi-V(DFNt)+否;;(btNt)十九りぴiNi十戸=Qi + ~ nVO'ij Nj +玄石川 (4.1)

， J>t J>t . 'J 

であ号、ここで

凡(t，に九):時刻 t、位置 rでのエネルギ一九)を持つ字詰糠原子核の偶数寄度

以:拡散テンソル

bi :連続的なエネルギ一変化を表す指標

1 1闘の宇宙線粒子の単位時間あたりのエネルギー変化は守口bi

η(r) :位置 rでの星間ガスの個数密度

υ:核の速度

σi ・核種 iの星間物質を標的とした非弾性散乱断面積

η:核種 iの崩壊寿命

Qi(t警にEk):宇宙線の発生源

σij .核種j(j > i)から、破砕により核種iを生じる発生断面積

冗j:核種j(j >のが崩壊して接種tを生じる崩壊寿命

を表す。この方程式を銀河の構造を考識した境界条件のもとで解くことは難しいの

で、興味のあるエネルギー領域や核種に限定して上の方程式の簡単化を行う。

たとえば、定常状態を考えれば時間変化がなく、左辺第 1項は例となる。十分高

いエネルギ…領域でエネルギー損失が無視できれば、上式 (4.1)の左辺第3項が蕪

視でき、さちに安定な原子核で崩壊を無視すれば左辺第5境、右辺第3墳が無視で

きる。最後に、大きい核からの破砕による寄与はないものと仮定する。これは、源

で十分f乍られる陽子や、それより大きい核がわずかにしか存在しない鉄の場合に有

効である。これらの仮定のもとで得られる方程式は

V. (DiマNi)十nvσiNi= Qi (4.2) 
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となる。

また上式を解くための境界条件として、銀河の構造を次のように表す。

すなわち、銀河を円筒座標で表し、銀河の全体の半径が R、厚さが h、士hgが銀

河の diskの厚さとし、宇宙線の源は disk内に一様に分布するとする。

Z 

2R 

図 4.1:銀河の構造

また、我々が、実際にモデルの計算に採用したスケールは次の通りである (Table

4.1)。

拡散方程式から出発して宇宙線伝播を解析する試みはいくつかあるが、まとめる

と以下の通りで、我々の試みの方向性が見てとれる。 (Table4.2) 

すなわち、われわれは銀河の構造をとりいれ、しかも拡散の非等方性を考慮した

解を得ている。

上の条件のもとでの拡散方程式の解の導出は、補遺Bで詳述されていが、ここで

はいくつか、鍵となる概念を説明しておこう。
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銀河の半径 R I 12kpc 

銀河円盤の厚さ 2hg I 200pc 

銀河の厚さ 2h I 6kpc 

銀河中心から太陽系までの動径距離 Ro I 10kpc 

銀河面から太陽系までの z方向の距離 ZoI 10pc 

表 4.1:モデルのスケール

等方的拡散

非等方的拡散

銀河の構造

disk、haloがある Ihaloのみ

Ginzuburg 

我々 Putsukin 

表 4.2:拡散方程式の解

4.2 銀河磁場

銀河磁場を大局的な性質を表す平均部分と非一様性を示す部分に分ける。すなわち

H
 
+
 
ロ
問
団

O

H

口
町
劃

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

する。さらに、非一様磁場がランダムな乱れを持つとして、その power-lawスペク

トルを

(H~) == A2 H6(kL)-1+m 

Ho よ H1

A == H1 = 

一一

<<1 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

ここで kは、銀河磁場のの乱れを示す波数である。この波数と平均磁場によるラー

マ一半径との大小関係により次の二つの場合が考えられる。

p ~ k-1 

p >> k-1 
(4.9) 

(4.10) 
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p ::; k-1の場合は、大局的な平均議場により粒子の運動は支配されるが、 ρ>>k-1 

の場合は、ランダムな非一様磁場により散乱を受けて拡散が起こる。

拡散の非等方性を表す拡散テンソルを、 Putsukinら[10]に従って、

Das = (DII -D j_)bαbβ + Dj_dαβ +DA九s"b" (4.11) 

とする。それぞれの項の意味は DIIは磁力線に沿った方向の拡散、 Dj_は磁力線に

垂直な方向への拡散、 DA は磁場の非一様性から生じるドリフトによる拡散の成分

である。九は平均磁場の単位ベクトルである。

銀河磁場は大局的に同心丹をなし、その上に局所的会乱れがのっているものと

える。従って宇宙線粒子は大局的な関心円状の磁場により、銀河内に閉じ込められ、

局所的な乱れにより散乱され拡散していくものとする。

以上のような非一様磁場を導入し、銀河ハローを持つ境界条件のもとで解いた。

解法の詳細は、補選に示してある。

4.3 解と観測との比較

解には、

・dA に現れる銀河 Haloの磁場 B

・平均磁場に垂寵な拡散係数Dょ DEぺdj_= dEm'の係数 D，dおよび、銀
河磁場の乱れのスペクトルの業係数 m，m' 

-宇宙裁の源におけるスベクトルの寒係数10

のパラメ…タを含む。これらは、観測データから決定すべきであるが、解の形が複

雑で簡単に行かない。そこで、適当なパラメータを選んで、観溺ヂータが再現でき

るかどうか調べる。例えば、宇宙隷スペクトルの kneeの前後での巾の違いを調べ

た。詳細は、荒木田の修士論文に記してあるが、磁場による拡散係数に合まれる D

とdの積会決めることが出来る。何らかの方法で、 diskに関わる D を決定できれ

ば、ハローの量 dを決めることが出来る。

宇宙線がハローまで合めた領域で伝播していることは明らかであるが、このモ

ルによ号、ハローの磁場構造を宇宙様怯播から求めることが可能で、ある。
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5 結論

これまでの結果をまとめると以下のとおりである。

-非等方の散乱をとりいれた Brown運動モデル

-銀河のハローの大きさと平均の散乱間隔を推定することが出来る。

散乱間隔を他の観測から決めることが出来れば、ハローの大きさを決定

できる。

ー観測との比較で散乱点の平均間隔を求めることが出来る。

-拡散方程式モデル

一宇宙線伝播の拡散方程式を銀河のハローを持つ境界条件で、 6個のフリー

パラメータを含んで、、解くことが出来た。

-あるパラメータの組で、宇宙線スペクトルの kneeを再現することが出

来た。

一上のパラメータの組により、たとえばハローでの磁場の乱れを決定する

ことが可能であることが示される。(これまでの試みでは、観測データに

より全てのパラメータを決定していないので、上に述べた量は一意的に

決まっていない。)

二つの、 Brown運動モデルと拡散方程式モデルを組み合わせることで、どちら

のモデルにも含まれている、銀河磁場の不均一性のクロスチェックをすることが出

来る。
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6 今後の諜題と方向

これからの課題としては、以下のものが考えられる。

-非等方の散乱をとりいれた Brown運動モヂル

一散乱の素仮定を、現象論的なモデルでなく、銀河磁場の不均一性から導

くこと。

-拡散方程式モデル

一解いた拡散方程式の解に含まれる G偲のパラメータを観測から決めること。

このようにして、宇宙線伝播から銀河の講造ーハローの大ささや、議場構造一

乱れの大きさ等を求めることが出来る。

-24-



A 母関数を用いたブラウン運動の解析

3次元の RandomWalk Modelを母関数を用いて解析する。

このような解析を 3次元で行ったものは、見当たらないのでここに示しておく。

この解析的結果は、シミュレーションの信頼性の確認に用いられている。

ここで示した方法は、一次元について [11]で示されたものを 3次元へ拡張したも

のである。

A.l 等方散乱での宇宙線伝播

3次元での粒子の RandomWalkについて考える。粒子の RandomWalkは等

方的、つまり粒子は原点から出発して一回の歩行で同じ 1/8の確率で (x，y，z)方

向の(+，+， +)、(+，+，-)、(+，ー，+)、(+，一?一)、(一，+，+)、(一，+，一)、(一?ー，+)、

(一?ー?一)のいずれかの方向に動くとする。これは 1次元の組合せの方法を 3次元に

まで拡張したもので、 z方向、 ν方向、 z方向の動きを独立な事象として扱うこと
ができる RandomWalk Modelである。よって Nstep後に位置 (x，y，z)にいる確
率は (3.3)式の表現を用いて、次のように z軸、 ν軸、 z軸方向でのそれぞれの確率
の積で表すことができる。

P(x， N)P(y， N)P(z， N) (A.1) 

この場合のモデルでは各軸の方向の動きは一回の歩行で距離 1動くとしてやるの

で、 3次元空間の粒子は一回の歩行で距離ぽ動くことになり、実際の銀河系内宇

宙線伝播における stepsizeはこの量に対応する。
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A.2 宇宙線が洩れ出るまでの平均散乱回数 (N)

吸収壁 A、B、C、D、E、Fがそれぞれ x==+ム x=ーム y=+L、y口 -L、

Z 口十H、z=-Hの位置に存在する場合を考える。この RandomWalk Modelで
興味があるのは吸収器に吸収されるまでの平均 step数、すなわち、宇宙線が銀河系

内から洩れ出るまでの平均散乱思数についてである。この平均散乱回数から Escape

Lengthへの対応を見てやりたいためである。よって2次元での方法と伺様に吸収磨

に吸収される薙率から求めて行く。

吸収壁 A、B、C、D、E、Fが存在する等方的な RandomWalkで、初期位置

い，y，z)== (0，0，0)でちょうど N回目で A、B、C、D、E、Fいずれかの吸収壁に
吸収される確率を A(N)とすれば、

A(N) = αA(N) +αB(N) +αc(N) +αρ(N) +αE(N) +αF(N) 

+αAc(N) +αAD(N) + aAE(N) +αAF(N) +αBc(N) +αBD(N) 

+αBE(N) +αBF(N) +αCE(N) +αCF(N) +αDE(N) +αDF(N) 

+αACE(N) +αACF(N) +αAρE(N) +αADF(N) 

+αBCE(N) +αBCF(N) +αBDE(N) +αBDF(N) (A.2) 
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と表される。ここで α(N)は、添字が1個ついたものはちょうど N 回目で他の吸収
撃に辻到達することなくその添字が示す吸収獲に吸収される確率を表し、添字が 2

f罰ついたものはちょうど N呂田で地の吸収壁には到達することなくその添字が示す

2つの吸収壁の交差する辺に吸収される確率を表し、添字が3旬ついたものはちょ

うど N 由自でその添字が示す3つの吸収壌の交差する点に吸収される確率を表す。

この α(N)の確率は、 z軸方向に注目した RandomWal孟で、ちょうど N 回目

で吸収盤 Aに吸収される確率 uA(N)、吸収壁 Bに吸収される確率 uB(N)と、同

様に y軸方向での吸収整Cに吸収される確率 vc(N)、吸収護 Dに吸収される確率

vD(N)、z軸方向での吸収壁 Eに吸収される確率初E(N)、吸収壁 Fに吸収される

確率 wp(N)を使って表すことができる。例えば、次のようにである。

(N  N 、(N N 、
αA(N) == uA(N) ~ 1 -乞vc(k)-L vD(k) ~ ~ 1…乞 wE(k)-L初F(k)~ 

¥. k=L k=L ) ¥. k=H k=H ) 

( N  N 王

α匂AC副c(N的) 口 u匂叫Aぷ(川N)凶U吋叫c(山N)パ~ 1ト一2ε; tiρ州l
え k=H k=口=H ) 

αACE(N) 口 包Aぷ(N)μvc{N)初均E(N)

この uA(N)、uB(N)、vc{N)、vD(N)、おE(N)、おF{N)は母関数の方法で同じよ

うにして導くことができ、それを使うと A(N)は次のようになる。
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A(N) 
2宅ζ1、-J-J-AA四 N-l
L :=i ----2 ----2L -- 2L 
1 2!!..::.1 Vートー トー

v明、=_V H _=_ V 11 _ _ _N…1 V 八
十万戸lm す 81nEEC08 5万
o 2L-12L-l トー

一二乙:L:L sinニsi設立 COSN-1と竺
2L 

×sinEEsz-f士∞SL-lど土/喧-cos!!:.竺')-1 
2 2L 2L ¥- - 2LJ 

2 2!:… 12L-l Mν1r 乞 Zsin-m-cosN-1-
2L 

xsidLidt儲 N巴/唯一∞s但γ
2 ----2L -- 2L ¥- ---2LJ 

唱 2L…12L-l

+づLE:zsin2siI12cosN-lELin巴 SI説巴 COSN-1 J.l1r 
ν=1μロi 2 2L 2L -- 2 2L 2L 

n 2L-12H-l 

一主主主 s拍手sinZcosN-12
×氾ど竺---丘Zc-sH…1巴ムー OSJ.l1rγ1 
2 ャー2H--- 2H ¥ - ---2H J 

の 2L-12H-l 一一r々 llT 1 Vπ 
十古 EZ1siZ1ヲLsmitd-1五
x sin巴ム竺∞SNJ.l"!_ (1…側主')-1 
2 2H ---2H ¥ - -2H J 

。2H-12L-l
ν1r 古主主 SlnγinEEd-12万

X sin!:!:.竺sin巴 COSL-1ど主(1-cos巴γ1
2 2L 2L ¥ 2LJ 

n 2H-12L…1 一 一一 一一

十古 E EmTsiaj言coflj方

x sinどLiII巴ωN但 (1-cosど日-1
2 ----2 L --- 2 L ¥ - --2L J 

n 2L-12H-l 

+古E28in子in乏d-12sin午sinf2d-1話
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凸 2L-12L-12H-l

+Z古缶工乞乞 m子幻mn4芝壬C∞OSN-
ν=1μ=1 入=1

/ μπ¥ -1 入介 入7r rr 噌入π/ 入π¥一1
X I 1 -cos ~ J Sln -一一Sln-一一COSU ~一一一 I 1 -cos -----=-J ¥- -2Lノ 2 _--2H --- 2H ¥ - ---2H J 

" 2L-12L-12H-1 

一Z古缶ε又乞 Sim4n4芸子mi4n4z卦トC∞OSN-
ν=1μ=1 入=1

(1 -cos阿ー1 入π 入介 入π( 引一一 -)SIn-sト∞s-11-m-)2L} ----2 ----2H --- 2H ¥ - ---2H J 

" 2L-12L-12H-l 

古 又ε乞m
=1μ=1 入=1

/ μ7r¥ー1 入7r 入7r 円唱入7rI 入7r¥ -1 
X I 1 -cos ~ J Sln -_-Sln -=-一一COS.... ~一一一 1 1 -cos -=-=-=-J ¥ - --2L} ----2 ----2H --- 2H ¥ - ---2H J 

" 2L-12L-12H-l 

古 ZZト斗inZcosN-1卦ln手sinZcosNZ
=1μ=1 入=1

/μ7r¥ -1 入7r入7r "T入7rI 入7r¥ -1 
X I 1 -cos ~ J Sln -_-Sln -=-=-=-COS"一一一 11-COS~ I ¥ - 2Lノ 2----2H --- 2 H ¥ - --2 H J 

噌 2H-12L-12L-l

+z主主主呂町子inzd-lbin子inzd古
(1cJ)-1MMJπ(1cd)-1  一 一一:-I Sln一一一Sln-一一COS----=-I 1 -COS --=-I 2 L } ----2 ----2 L --- 2 L ¥ - ---2 L J 

" 2H-12L-12L-l ν7r ν7r U7r U7r T'  U 
-zfEZZZmτsin 2H∞sN-12Emラm5z∞sL-12

ニi μ=1入=1

(1cJ)-1 入π 入π 引引-1一 一一 n--sin--cosN一一 il-cos--i2 L ) ----2 ----2 L --- 2 L ¥ - ---2 L J 

噌 2H-12L-12L-l

+z主ε玄乞 s斗 4cosN-lbinヂln笠c04
ν=1μ=1入=1

( 幻-1 入介 入π M( 入。 -1
一 -i  n-sin-cosN一一 11-cos-i2Lノ 2----2L --- 2L ¥ - ---2L J 
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"1 2L-12L-12H…l 

z主ε主玄 S4mzd-lzmhzcoff
ν=1 μ=1 入口l
入π 入介 入n I 入π¥-1 __H-l /¥11 1"1 ___  /¥11 ¥ 

X Sln -Sln…-COS~~ ... ---=-=-I 1 C08 -::-::-I 
2 ----2H 2H ¥ 2H J 

唱 2L-12L-12H…1

十z主主主主m子inZcos円安sin千inZd-lを
入介 入介 M 入作/ 入作¥-1 

τSln 2H cos川 2Ht 1 -cos 2H ) 
n 2L-12H-12L-l 

一元εz z m子siEZcosNZmpnfLosN話
ジ=1 tι=1入=1

×sinksin竺ω L-l竺ι-COS竺γ1
2 2L 2L ¥ - 2L J 

n 2L-12H-12L-l 

十z缶乞工芝羽子討nzdtsinpafbcosN-1話
ν=1μ=1入=1
入πλn lI.T入nf 入n¥-1 
nτm克明代五t1-cos 2L) 

噌 L-12L-12H-l

坊主 E EMn子lnをCOSN-1卦斗叶08円安
入介 入作 M 宅入n

×sin-sin-cosN-1-(A.3) 
2 ----2H 2H 

ここまで分かれば吸収饗に吸収されるまでの平均 step数(N)を求めることがで
きる。 (3.35)式より次のようになる。

(N) :21m子inZ(1-C082)-2
"1 2H…1 

+合 ES4m22(1-凶器r2
n 2L-12L-l 〆、つ

/νn¥ 制

一主主主mτm五¥1-∞sz)
X泊予iR5d-1安(1-∞sをr1

向 30叩



o¥ 2L-12L-l 

+長zzm亨sinZS4m安cosZ
/μ1r¥一1(ν1r μ1r¥一2
x 11 -cos ~ー 1 1 1 -cos -=-cos ~ 1 ¥ - ---2L) ¥ - _ _ -2L _ _ _ 2Lノ

噌 2L-12L-l _ __ _ __ .._ .._ / 、空

+会zzm千Slll乏Slll手Slllを(1-cOS2cosZ) “
η 2L-12H-l _._ _._ / 、ョ

/ν1r¥ ー

-古2:2: Sillす Sill;~ ~ 1 -cos ;~) 
=.1 μ=.1 

μ1r . μ1r lfー1μ1r (噌 μ1r¥ -1 
X Slll-一一Slll-一一COS---一一一 11-COS -= I 2 ----2 H _ -_ 2 H ¥ - _ _ _ 2 H ) 

o¥ 2L-12H-l 

+吉丈乞 m千sin2m手sinfbω告
=1 u=1 

(1一∞sEY1(1一∞s竺 COS引 22H ) ¥ - _ _ -2L _ _ _ 2H 

o¥ 2H-12L-l _ .〆、フ
ゾ υπ/ν1r¥ -.， 
-古 512mすSill;~ ~ 1 -cos ;~ ) 

x siμπ.μπι-1μπ(1μ引-1Slll -_-Slll -=-COS- 一一 i 一 l 2 ----2 L _ _ _ 2 L ¥ - _ _ _ 2 L ) 

o¥ 2H-12L-l 

+合 ZEsin手sinZ2m手Slllをω安
/μ1r¥ -1 (ν1r μ1r¥ -2 
x I 1 -cos ::.__ I f 1 -cos ______ COS ~ I ¥ - _ _ _ 2L) ¥ - _ _ -2H _ _ 2L) 

o¥ 2L-12H-l _._ _._ .._ .._ / 、ョ

+古 zzmZsinをS4m話(l-cosZcoszγ
o¥ 2L-12L-12H-l _._ _._ / 、空

+z告主主主的手mZ(l-cosZ) “Slll守山安d-f
/ 川伊¥-1 入1r 入1r 入1r ( 入1r¥ -1 
×{1-cosLi sin--sin--COSH-l--11-cos--i ¥ - _ _ _ 2 L ) 2 _ ---2 H _ -_ 2 H ¥ - _ -_ 2 H J 

o¥ 2L-12L-12H-l _ __ _._ .._ .._ .._ / 、 1

一元εξ 乞 Slll子III芝山手inZ∞sL-1Z(l一ω 笠)ーム
ν=1μ=1 入=1 、，

入π 入π 入π/ 入π¥-1 (νπ 入π¥一
× すSlll2H cos 2H t 1一cos2H ) い-cos 2 L cos 2H ) 
o¥ 2L-l 2L-l 2H-l _._ _._ .._ .._ .._ / 、 1

-古ZEEm子inZm手mをωを(1-cos ~~)ム

-31 -



x si 入介.入π H-1入π{1 入πx-lil u作 仰¥-2 
Slll…一-Slll一一…COS-- 一一一 I1 -COS 一一 I I 1 -COS -_ COS - I 

2H . 2H ¥ - 2H J ¥ -2L 2L J 
n 2L-12L-12H-1 〆 、 1

+古EEEm子illをsinhZC085(1-m笠)ム
x sin入介 入π λπ/ 入パ…lh w μπ 入つ一
一一Sill--== COS --== I 1 cos -== I f 1 -cos -_ COS ~… cos-I 2 ----2 H -_ _ 2 H ¥ - _ _ -2 H J ¥ - --_ 2L _ _ 2 L _ 2 H J 

噌 2H-1 2L-12L-1 〆、フ

+z主ζEEsin子1ll号(l-C04)¥in手当df
x (トcosZY144cosμ詰(1-cos詰)…1
n 2H-12L-12L-1 _ __ _._ _ __ ___ / 、 1

一合主主主sinZ84sia子inZmL-12(1-mを)ム
入介 入介 入方/ λ作¥-1 I νπ λπ¥…2 

X Sill -_-Sill -_ -COS -=-=-f 1 -cos -=-I I 1 -cos -:-::-COS -_ -J 2 2L ---2L ¥ - -_ 2L J ¥ -_ 2H --_ 2L J 

宅 H-1 2L-1 2L-1 ノ 、 1

÷z主主主主sinzmZsin手当∞告(1-cos ~2) み

x si 入介 入π 入党(1 入代 -1(1 げ μ介 入寸 2
τSlll 2L cos五い-cos 2L) い-COSE百cos2L cos 2L ) 

1 2L-12L-12H-1 ノ 、つ

-z主主主主 m子i占的手sinZ(1-mZmZ)-A

×S4m義COSH-1話(1-cos話fl
2L-12L-12H-1. ジ1f V1f μ1f .μπ. 入1f 入介 入1f

+百EEE smす m 五郎τS1ll2L S1llγIII 2H cos否

/ 入介}…1(.. lJ1f μ介 入介、
x I 1 -cos _ '_-_ I I 1 -cos ~ COS ~ COS '-__ I 
l2Hfl2L  O EZC S2万j

n 2L-12H-12L-1 _._ _._ ，，_  ___  / 、フ

-z主主主主S4mzmh器(1-cos 安 ω~;)-~

X Sill竺m 竺COSL-1竺 (1_ COS竺γ
2 -__-2L - 2L ¥ - 2L J 

2L-12H…12~1 . V1f . lJ1f . μ1f.μ1f .入1f.λ介入π
+荷主 251mす Sill2L S吋 Slll2H Slnす S1ll2L cos 2L 
/ λ1f ¥ -1 (1 V1f μ介 入党、
x f 1 -cos - I I 1 -cos - COS -' -cos -_ I ¥ 1 -cos 2L ) ¥ 1 -cos 2L cos 2万cos2L) 
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2L-12L-12H-1U77.ν7r .μォ .μ7r.入7r .入7r
+百EEζ竹吋S吋 sln2L Slnす m 百
x ( 1 -cos竺∞s巴∞821Y2
¥ - --2L ---2L… 2H J (A.4) 

この3次元 RandomWalk立odelを実際の銀河系内宇宙線の伝播へ対応させるこ

とを考える。モデルでのパラメ…タと実擦のスケールとの対応、は次のようになっ

いる。

勾平面の大きさ:2L や功 銀河内殺の大きさ

z方向の高さ :H 宇功 銀河ハローの円盤面からの高さ

Random Wa訟の歩幅:伐に今 散乱点から散乱点までの平均距離

(step sIze : 1) 

この対応、関孫から具体的に各散乱点までの平均距離を求めるには、大さきが 20

主pcの議河円盤を考えるなら次のように行えばよい。

20 kpc In 

(A.5) 2L 守

平均step数 (N)は2L及び 2Hによる量である。この 2L，ま(5.10)式から銀河内
盤の大きさと stepsIzeのよヒに関係しているのが分かる。また 2Hについても (5.10)

式のような対応の式が書け、 2Hは銀河ハ口ーの大きさと stepsizeのよとに関係する

のが分かる。よって平均 step数 (N)は銀河のサイズと平均散乱鶴橋の比による
だと言うことができる。

ここまでの話から銀河磁場による平均の散乱回数を示す (N)と散乱点から散乱点

までの平均距離 iを導き出すことができる。この (N)に lをかけてやれば銀河系

から洩れ出るまでの伝播距離が求められる。そしてこの伝播距離に平均通過物

をかけてやれば EscapeLengthが求められる。よってこの RandomWalk立odelを

用いて観測結果との比較が行える。 EscapeLengthへの対応は銀河のサイズと step

sizeの比を操作して観測結果を満足するような缶播条件を見つけ出すことによって

行う。よってこの操作かち stepsize 1が決まり、銀河系の磁場の乱れのスケーんを

知ることができる。

しかしながら、 2次元の場合でも述べたが、宇宙線の伝播は工ネルギ…に依存す

るため等方的な散乱を考えただけでは不十分である。よって次では各方向への散乱

が不等確率で起こる非マルコブ過程による RandomWa訟をモンテカルロ法による

シミュレ…ションを用いて考えていく。また、この等方的な場合の解析式はシミュ

レ…ションが正しく動いていることを示す確認の手段に使えるので活用することに

する。
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B 銀河ハローを持つ境界条件のもとで磁場の不均一性を

持つ場合の拡散方程式の解の導出

以下次の拡散方程式(前述:式4.2)の解の導出を詳細に述べる。

マα(Das(z)てら)Ni ( E， r， z) +η(Z)VCTiNi(E， r， Z)口 Qi(E，汽z) (B.1) 

ここで、 Das(z)は拡散テンソル，N(E，r，z)は宇宙糠の倍数密度?η(z)は星関空

間ガスの個数密度?引は宇宙線と星関空間ガスとの非弾性散乱断面積，Si(E， r， z)は

宇宙線のj療を表す関数.添字。，sはそれぞれ控標を表し iは宇宙線粒子の種類を表
す添字である。

設々は拡散テンソルとして Ptuskinらと同様な、

Dαβ ==(D，， -Dょ)九匂+Dょ6αβ 十DA匂 γbγ (B.2) 

を導入する。ここで、 DIIは磁力線に沿った方向の拡散、 Dょは磁力隷に垂直な方

向への拡散、 DAは議場の非一様性から生じるドリフトによる拡散の成分である。 九

は平均磁場の単位ベクトルである。

この磁場の単位ベクトルについて考えて見ょう。

観測によると我々の銀河の大域的な講造はほぼ向心円上であると考えて良い。そ

こでこの復位性かち平均磁場の単位ベクトルを

む==1， br口 bz= 0 

と取ろう。この時拡散方程式の拡散項の微分演算子は、

18，_， 8 8 8 8_ 81δθ  
一丸(Dαβてら)==一一(γ丸)一一一丸一一一一DA-;:;-十一一(rDA)一 (B.3)μμγθr ¥ -..J...I 8r θz-..J...8z δz -.n. 8r 少。γθz

となる。

銀河磁場の非一様性を考える以上、拡散係数も銀河磁場の乱れの程度を考慮して

決定されなければならない。

今、ランダムな銀河磁場の power-Iowスベクトルが(4.6) 

均自由行程は、

l == A九(子r
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で与えられる。

ここで、粒子の平均自由行程 lを用いると、

Dli=2 

Dム 2ペ
となり、 DAは、軌道理論等から導かれるドリフト

(VD) =丘三(土VxB十よBX VB2) 3Z e ¥ B2 -.. - ， B4 -... ) 

と(B.2)の反対称成分を比較すると、

(B.4) 

(B.5) 

(B.6) 

7・1i()v
DA=寸前)

であると分かる。ここで、ア誌は平均磁場における旋回半密である c ここで、 sは
理論的にまだしっかりと与えられていない。論文によってだいたい g口 0.1t"V 0.5の

範罷で与えられている。

そして、式をより簡単にするためにそれぞれの拡散係数は

D()=mtj  

D A ( r， z) = D AO (z )一

の形をとると仮定しよう。すると拡散項の微分演算子は

(B.8) 

Dょθδθ2 2DAO a ーマα(Dα川 )=--T--Aー十一一一 (B.9) 
μμ r aγθγδZ2' Ro aZ 

という形に警かれる。 (B.8)のように拡散係数が表される場合、ドリフト速度は、

UT Z-iDA20 
az 
1 a ， 、 2DMi
い夜間=τ-=c∞st

(B.10) 

(B.11 ) 

となり、拡散は平均磁場に垂査に問心円上の拡散と、ドリフトから生じる、 z方

向の拡散の重ね合わせとなる事がわかる。

拡散方程式を解く擦の境界条件について考えてみよう。
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我々は次の2つの場合を考えてみる。一つは宇宙線が境界に達した時、銀河の外

には洩れ出さない、すなわち完全に反射されてしまう場合と逆に、境界に逮した時

必ず洩れ出て行くというものである。

Pacheco (19γ1) [12]によれば宇宙線の L/M比を考えると、宇宙線が境界で反射

されるとする場合、この L/M比誌観測値よちも大きくなってしまう。なぜなら、

い元禁は濃から放出される primary粒子と星間ガスとの蓄を突による核破砕で連続的

に生成されているため、もし、銀河が完全な反射を持っていると、軽い冗素以増加

する一方であるからである。

そこで、我々は境界条件として、境界に達した宇宙線は自由に銀河の外に洩れ出

ると仮定しよう。すなわち、

Ni(r == R， z) == Ni(アヲ Z口士h)口9 (B.12) 

であるとする。

ここまで準備をして次にいよいよ拡散方程式の解の導出に入ることにする。

我々は粒子の罷数密度九(t，r， E)を求めるために、次の式を溝たす Green関数

を求める。

6(r -ro) 
ーマα(Dαβ(z)てら)争(r，z;ro)十η(z)VO"i争(γ，z;ro) == B(hg -Izl) ~~付gTO (B.13) 

ここで roは宇宙線の源の位置を表し、 hgは銀河円盤の厚さの半分、。(hg-Izl) 

は階段関数、争(r，z;γ。)は Niと

I'R 
Ni ==帥g9iE-iOJo x( ro)争(r，z;ゆ向 (B.14) 

という関係で結びつけられている。ここで χ(ro)は宇街線の源の動径方向の分脊

を与える関数であり、加は宇宙線の源におけるエネル平一スベクトルである。

この方程式の解が

争(r，z; ro)口主的;ro)ゐ(苦)
の形をとると仮定しよう。

ここで Joはゼロ次の Bessel関数、 VsはJo(vs)== 0の根である。

これより拡散方程式は

向 36-
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ぶrfDJ_(z)δ3θ2  2DAO(z)θ1 I _1_，-__1 
三~I ~一一一て← -DJ_ (z) 一τ+~ ーい咋)VO"iI (B.16) 
~ll r arδr -.J-¥--， az2 ' Rn az I . --¥--，--t  I 

判仇)ゐ(苦)
5(r -γ0) 

== B (hg -I z 1) -~介hgro

となる。

動在方向は Bessel関数で展開されているので、規格化窒交関数系の完構性から、

ぷ関数は

桁-hEiJ1(:/
とな号、

誌や。(三)=一 (~rJO C宝)
かち、方程式

[日fn I ¥ (υ ず δ♂2 2DA却O(υz)θ1 I _ { _ ¥ _ 1 { ¥ T (vsr ¥ 2乞=1μ{伊D丸ムJ_(Zヤ川z斗)パ(斗 一D丸山ムJ_(いωz斗)一+ 一}い十咋)VO"叫吋σ《叶dα以=41iけt-.J-¥--， ¥ R) -.J-¥--， azぷ2' Ro 8z J . --，.-，--tl-d¥--J'Vru ¥ R} 

一22よ与卸戸d2乙)1戸2ゐ川(乎引)μゐ(ぽ苦引) (指詰引B.17)1口問7η ) 

を得る O

この結果、我々は次の方程式を解く事に帰着する。

(£-おおかs(z;ro)一{(三r十tu)以内)
一一州一Izl) ゐ(乎ト -B(hg-IzI)C' (B.18) 

.，.. .，..ザネ

i_¥"岬、也、

ム

ム

D

d

 

/
1
1
1

、11
1

一一
、‘s
，，rz
 

J
e
z
z
-

、
ムD
 

Izl :S; hg 
Izlとhg

Izl三hg
Izlとhg
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Izl :::; hg 

Izl三hg

姶めに、 Haloにおける方程式、

宗一説会-{(三r+千)
を解く 0

2階線形常微分方程式の補助方組式から

たに詰~k -{(~r +千)口G
よって、

htベ(走r+千
ここで αくβとおくと、自aloにおける方程式の一般解は、

となる。

境界条件、

より、

したがって、

αs(z;γ。)= A♂z十 Beszう

αs(z; ro) = Aγz + B'eszう

αs(z =土h) 0 

z>O 

Z く O

A口 -Bexp{(s一役)h}

A' = -B' exp{一(β一α)h}

叩 38-

(B.19) 

(B.20) 

(詰.21)



I B[-exp{(β-α)h}♂Z 十 esZ]
s(z; ro)口{
1 B'[…exp{一(グーα)h}eU + esZ] 

z>O 

z<O 
(B.22) 

Discにおいて、方程式の一般解は

jγz十 QedX+ C 
α8(Z;γ。)== < でよ
I P' e''fZ + Q' edx十 C

であり、ここで i，d(γくのは祷助方程式

k2 _ :D!-o k -1 (Vs) 2ι 丸山内10 
RoDムー 1 ¥RJ ' Dょ J -

z>o 

Z く G
(B.23) 

の解で、

出

A

C
一
十
一h
R

C
 

とおく。

連続の条件

αsh(土hg;rO) ==αsg(土hg;rO)， 
δαsh(士hg;ro)_ aasg(土九;γ0)
δz 8z 

より、我々は

B[一叫{(ト α)h}eohg + eshg] == Peγhg + Qedhg十c zと9

B' [-叫{一(グー α)h}e-α~十e-shg]== P' e-，hg + Q' e均十C z<o 

B [-a exp{(s -a)h}内十seshg]口 iPeγ川勾esh3 Z三0

B' [-α句{一(s-a)h}e-αhg十se一角]== iPい hg十dQ'e-dhg z < 0 

を得る。

我々は積分定数 PヲP'，B， B'をまず最初に求め、のちに Q，Q'をz== 0における

連続の条件から決定する。
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1 

Z>Oにおいて、

(叫F一α)h }eahg + eshg 
ーαexp{(s-α)h}εαhg +βεβhg 
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Zく Oにおいて、

(二::;:に;:;::::::口g二JJ;9)(5)=(QZ:ょっ
我々 は、

B = 
1 Qedhg + C -eγhg 
一
ム 8Qedhg 一γεγ

hg

1 
ム{(8-γ)Qedhg一切}♂hg (B.24) 

P = 
1 -exp{(β-α)h}εαhg + eβhg Qedhg + C 
ム ーαexp{(s-α)h}εαhg +βεβhg 8Qedhg 

1 

ム
[{(α一伽xp{(β一α)ゆ αhgー (s-8)eshg} Qedhg 

+ (α叫 {(β一α)h}εαhgー βεβhh9}C] (B.25) 

B' = 
1 Q'e-dhg + C -eγhg 
ム1 8Q'e-dhg 一γeγhg

1 
ム1{(8-γ)Q' e-dhg一切)ε一

γhg (B.26) 

p' = 1 
-exp{ -(s-α)h}e-αhg + eβhg Q'e-dhg + C 

ム1 ーαexp{-(s-α)h}e一αhg+ se一β~ 8Q'e-dhg 

1 

ムI
[{(α一伽xp{一(s-α)h}e-αhg _ (β _ 8)e-shg } Q' e-dhg 

+ (α叫{一(s-α)h}e-αhg -se-βhh9} c] (B.27) 

を得る。

ここでム?ムIは、

ムー
-exp{(s -α)h}eαhg + eβhg -eγhg 
-αexp{(s -α)h}εαhg +βεβhg _γeγhg 

一 {(γ一α)仰{(グーα)h}eαhgー(γ-s)円づけg (B.28) 
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exp{一(s-a)h}e-αhg+ e-βhg -e-γhg 
-αexp{ -(s α)h}e-αhg + seー βhg-，e一角
{(γ ー α)叫{一(s α)h}e叫 9 - (i -s)e一向}e-ihg 

ム1

(B.29) 

よって Z>Oにおいて

(B.30) 

土{(ト怜ohg γc}♂~
(…拭p{(β 一伐)h}eaz十 eβz}

え[{(α-加 p{伊一仲αhg-(s -O凶}Qeohg 

(α叫 {(グーα)h}♂hg-se叫c]♂

(Halo) × 

αs(z; ro) 

αs(z; ro) 

(DiscIB.31) + 

そして Z<Oにおいて、

(B.32) 

会{(Oー仲-ohg…刊}e-内
{ -exp{一(グーα)h}εαZ十件)

会[{(αー加p{一伊一α伸一尚一(伊β一6伽)μe-円一イβ
{ aexp{ 一(s 一α )h}e-戸 αhg 一 …イ引

βμ叫hgづ}c] ♂eiZ + Q ψ +c 

(Halo) 

一一

× 

一一

αs(z; ro) 

内(z;ro) 

(D組}33)+ 

3αsg+(O;γ。)_8α89-(0;rO) 。zθz
z=Oにおける連続の条件から

α8g-(0;叫α89+(0; ro) 

(B.34) 

¥
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一一:tI)(;) 

Q，Q'に対する方程式は

ここで、

{(α … o)叫 {(β一α)h}伸一(s d)e竹内
{(a -O)時{一(β一α)h}e-ahgー (β O)e一円e-ohg

(αexp{(ト α)h}eαhg_ seshg } 

(α叫{一(s…α)h}e-ahg -se-shg } 
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1 

それゆえ、

~I 巳一五 一((苦手7++16)) Q--Z7(E-A 5)-

7-s(v， v) 一一一Z ム1 ム

Q'-112+1 壬-E
-z去γ+8γ(を-去)
7-s(v，v) 
Z ム1 ム

ここで Zは

一一
ワ心

一 日(2-5)

よって

Q=σ=J2:J2 
= c[{ (α+グ)(γ刊)-218 -(α2 + s2) } { e(O-i)hgーげ刊g}
-{(α一州-s)e(8一内ー(s一8)(γ一α)げ刊gづ令ν)トμe(山
一{(s一州一α)e(8ーγ)hgー(α一州一β)e一(8一内}e-(s-ω _hg)]-l 

x [{ (α+グ)γ 一(α2+s勺(♂hgー e一向)

-{s(γーα)♂hgーα(γ-s)e一向}e(β一川-hg)

一(α(γ-s)け9 - s(γ-α)e一向}e-(β一川-hg)] (B.35) 

最終的に積分定数 BうBヘPうP'は次のようになる。

C(8 -γ) 
B= 
(γ一α)exp{(s-α)h}eαhgー (γ -s)eβhg 
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x [{川川-2，o-山り}{e(O-i)hg _ e-(O-i)hg } 
一{α(，-β)♂hg一β(γ ー伐)e-ihg}ε一山)(h-hg)
ー(川(，-肘γ)hg_ (α-o)川円hg}山内!

x [{川γ一(山2)}同一円)

一{s(，-a)け9 - a(γイ )e-ゅう♂一品-hg)
一{(αーのれーめe日一(β-o)(γ-ゅーg}e(βーい
-， (B.36) 

C(o ，) 
B':= 
(γ一α)exp{(β一α)h}eαhg- (，…β)eβhg 

x [{川川一2吋川γ付十引sト引一ベ(山2り勺引引)け川仲)日}{e←ε 
一(α(γ一β)e一件9 - s(，α)♂hg } e山 )(h-hg)
一{(s-肋 -a)e-(O-州一川(γ-附叩(βーα)(h-hg)] 

x [{川γ…(山2)}円一♂hg)
一(β(γ …α)e-ihg a(γ一β)♂hg} e-(s-a)(h-hg) 

{(α -o) 川 e-(O-叫 … 山)(知(竹7一附 γ竹内叫}尚尚川hg勺茸づ}e-汁んe-(s-a)伊快山刊βかμ刊一叶叫α叫)叶f 
(B.37) 

PtC{(α-o)ε(β一α)(h-h内αhgー(sーのとβhg
{(γ一α)e(β一α)heαhgー(，-β)eβhg}け g

x [{川(山川γ什川+刊叫6の)一N 一山り勺引2)} { e(o日沖}{e(Oトいいe(O川(付6

一{(α一船一β)e川 hg一(s-o)(γ-α)e十叫)♂-α)(h-hg)

(山川e(O-i)hg_ (α-o)日 f(6-7)hg)fNMg)11

x [{日γ一(山2)}同一e-ihg)

同 43叩



一(β(γ一α)け g ー α(γ-s)e一向}e(β一州-hg)

一(α(γ一川一P川 e♂川一寸引哨γ怜内hg}トドいe-(げ一べ-(s似…β
xe8品hg+αe(β一α)heαhg-seβhg 

p' = ~~(α - 8)e一日一α)(h-hg)e一αhgー (s-8)e一角g
一 {(γ-α)e一(s-α)he-αhgー (γ-s)e一βhg}♂hg

x [{川川一2州γ刊6一(山)け川村)れ怜(←e一g一e(8円川6トh川山一寸寸刊γ刊刑)凶h
一{(αー附-β)e一(8一内一 (β-8)(γ一α)e(8一内}e一(β一州-hg)

ー {(s-8)(γ一昨一(8一内一日川げ-叫ん)(h-hg)] 

x [{川γ一山り}(e一件9 - けg)
-{s(γ一α)e一件g-α(γ-s)♂hg } e一(β一州-hg)

一(α(γ一作一件g ー β(γ-吋♂hg}ぷβーα)叶

(B.38) 

xe-8hg +αe一(β一α)he一αhg-seーβhg (B.39) 

よって φs(r，z; ro)は次のようになる。

φsh+(r，z;ro) 

ぶゐ(?)
一台2πhgR2lJl(νs)12 ( (岩)2+守)
I (8-γ) 
x l(γ-α)e(β一的αhgー (γ-β)内

x [{(α +ß)γ 一 (~2+ s勺(ハ -e一向)
-{s(γー α)山一α(γ-s)e一向}e(s一川-hg)

一(いいα叫(γ一β)e♂けγ怜hg一β(γ一α)e一内叫}e一(ρ9一州一~

x [{( α +吋s)(γ +吋8)一N 一( α 2+  βグ灼2り)

一{(α一州_s)e(8-i)hgー (s-8)(γ ー α)e一(8一内)

-44-



一{(s 8)(γ一α)げ一州一 (α-8)(，ーβ)e-(O-γ)勺

X e…-hg)r1 edhg -i] 
x{-e<β一α)heαZ+eβつ

争8g+(r， z; ro) 

一ぶ ゐ(~)
-P121ihgR2IJl(川((告)2+守)
x {[ぱ{[C~ド{川 e(s円川βかμ川一叶叫α吋…)
{(γ一α)e(伊β一α叫)heαhg一(γ一Pめ)eβhg}eγhg9 

x [{ (叶s)，-(α2十グ)}(♂hg _ e一向)
一{s(γ一α)戸一 α(，-s)♂ hg}什州-hg)
一(α(，-β)け 9 - s(，α)e-"Yhg}げ -α)(h-hg)J 
x [{ (α+吋s)(γ+付州6め)一附一(岱2+吋Pり

一{(a-州一β)e(d一内一 (β一州一α)げぺ)hg}
xe(βーα)(h-hq)

一{(β一船一α)e(O-"Y)hg一(α一州一β)e-(o-，)hg } 

以内(h-hg)]-1 eOhg十 αe(内 αhg_ seshg)♂Z 

+ [{ (α+β)←(α2+グ)}(♂hg _ eぺhg)
{s(， -α)♂hgー α(γ-s)e-γhg}♂一α)(h-hg)
一(α(γ-s)♂hg -s(γ一α)e一角}x 刊{叫)J
x [{ ( 叶 s)( γ 刊 ) -2，15 -( α 2+sグ的2与)

一{(α-8)(γ-s)げぺ)hg - (s -15) (， -α)e-(O-叫)

-{(グー8)(γ-a片付一州一 (α-d)(， -s)e-(5-，)hg } 

(B.40) 

x e-(s-a)(h-hg) J叶十1} (B.41) 
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争shー(r，z;ro)

-CL ゐ(y)
一台2πhgR21J1(ν5)12((告)2+守)
I (6-γ) 
x l(γ-α)e一(s-α)he-αhgー (γ-s)e-βhg 

x [{(α+グ)γ 一(α2+グ)}(e叫ーけg)

一(β(γ 一α)e-"thgー α(γ-s)け 9} e一(βー州-hg)

一(いα(γ一β)片e一γ怖内hg一s(γ一α)e♂けγ仏h勺e(似9一州一~
x [{( α +吋s)(竹γ+吋6の)一ω 一( α 2+sグ灼2り)

一{(α-8)(γ-s)e一(6一内ー(グ-8)(γ-α)ε(6一内)

一{(s-8)(γ一α)e-(d一叫ー(α一8)(γ一P作)片e(什(

x e(μ川βトμ刊一寸叫一α叫)

x{一e(似β一α吋)heα似Z+eβZ} (B.42) 

争sg-(r， z; ro) 

一ぶ ゐ(y)
一色2州 gR21J1(νs)12同2+守)
x {[ ({~(α

ールー(βーα)(h-h山一αhg ー(グール-ßhg

l ¥ {(γ-α)e-(βーα)he一αhgー (γ-β)e一βhg}e-"thg 

x [{ (α+β)γ-(α2+グ)}(e-"t
hg _ e"thg) 

-{s(γ-α)e-
γhg
ー α(γ-β)け g}e一(βー州-hg)

一(α(γ-β)e-γhg-s(γ一α)けが(β一州-hg)]
x [日{(α + βの)(γ +吋8)一M 一( α 

2 
+sグ的2り)

一{(α一8)(γ一β)e一
(μ6一叫一(グ-8)(γ一α)e(6一内)

一{(β-8)(γーα)e一
(6ー叫ー (α一州一β)e(6一叫)
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山川九-~f{川叫-se-shg) e一

+ [{ (叶β)γ 一(α2+グ)}(e哨ー e内)

一{s(γ一α)e-"Yhg-a(γ-β)♂hg } e-(刊(同}

-{a(γ一β)e-γhgーβ(γ一α)♂h
g}X e{s-a)(h-hg)] 

x [{ (α十月(γ刊)-2，d -(α2+s2的2り)
x {e-(8-叫 _ e(8-的)

一{(α-8)(γ-s)げぺ)hg一(s 8)(γ一a)e(8一村hg} 
xe一(s-α)(h-hg)

一{(s-州一α)e-(8-"Y)hg一(α-8)(γ一β)e料一叫)
x e(s-a)(h-hg)]叶+1} (B.43) 

そして (B.14)の式を用いて、 χ(ro)== o(R -ro)とおくと、

fO(R一向)叫(子。)針。
=fγ川ト)針。
早 (~)2 f Xι山z時州ゐ制(収z
1 ( 5 )y2 [hMd叫州Jゐl伊
D2 

127J1(叫
より、 Niは、次の式で与えられる。

Ni(sh+)(Eうr，z)

~ 2giE-加J1(ν8)JO(ゃ)
一おIJ1(Vs)l2v，((ザ+腎)
I (8 -，) 
x 
l(γ一α)e伊一叫ahgー (γ …β)内

x [{(α+β)γ一(a
2十グ)} (♂

hg 
_ 

e一向)

一{s(，-a )e"Yhg一α(，-s)♂ hg}伊仙-hg)
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(α(i -s)♂hg -s(←。)ε一γhg} e-(s-α)(叫}]
x [{( 窃叶+吋β的)(γ 十6め)一M … ( α 2 十β 行

一{(α一桁一β)ε(6-;}hg一(s-o)(γ-α)e-(6-内)
×ε(β一α)(h-hg)

一{(β-o)(γ一α)e{6一向一 (0:-o)(γ一β)εーが…内)

x{-e(βー α)he
αz+ esZ} (B.44) 

) Ni(sg+) (E， r， Z斗

一 ふ 2勾giE一初吋川Jみ1仏(
一但幻1什巾!μ陥凶仙Jみ以ル品川1(市仏(ヤ仇ν片s
x {[ ({~川e(ß-a)(h-hg )eahg 山 )e

shg

{(i-α)ε(βーα)heαhg-(i-β)eβhg}♂~ 
x [{ (a +β)γ一(α2+β勺(eγhg e-九)
一{s(γ-a)♂~一α(γ一β)け g}什州-hg}
一(α(γ-β)内一β(i-α)け 9} e-(日 (h-hg)]

x [{ (叶β)(γ叶 2iO-(0:2 +的)

一{(a-o)(γ一β片付一内… (s-o)(γa)ε一(6-州)

一{(β一船一α)e{6-;)hg一(α一物-s)げ -γ)hg}

e 一叶α州州叶(仰小川hト一

+ [{ (α+β)i -(α2十β2)}(e;hg - e一内)

一(β(i-a)♂hg一α(i-β)e-γhg} e(β一α)(h-hg)

一{a(i-β)♂hg _β(γ …伐)e-7hg}xげ一α)(h-hg)]

x [{ (叶β)(γ刊)-2iO -(0:2 +グ)}
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一{(o:-o)(， -s)e(O-仙一 (s-o)(γー α)け一γ)hg}
xe(β-α -h 

x e-(s-a)(h-hg)]-1十 1} (B.45) 

Ni(sh一)(E，r，z)

一ぶ勾iE一iOJ1(νs)Jo(ゃ)
一自IJ1(vs)1叫(岩)2+守)
r (o -i) 
x l(γ-α)日一内一αhg_ (γ …s)川 g

x [{(αリ)，-(α2十グ)} (♂hg _ eihg) 

一{s(γー伐)e-ihg_α(γ-s)戸}e-(βーα)(h-hg)
一(α(γ一β)e-ihg一グ(γ …α)e♂けγ怜hgう中ν)トμe(s-
x [{ (α+β)(什 o)-2，o -(α2+グ)}

一{(伐一術-s)e-(o-叫ー (s-o)(γ…α)e(O一村hg

一{(s-州一α)ε-(O-i)h
g
一(α -o)(γ-s)什 γ)h

g}

x e(♂円川βかμ川…叶叫α叫…)

x{ 一e(伊β一α吋)hε α似Z+εβsZ} (B.4必矧6的) 

N何一)(E，汽z斗) 

ι 勾為iE-一初吋川Jみ1市(ヤ仇川ν凡叫's)品)
一自IJ1(vs)1刈(笠)2十三号)

x {[ ({~川e-(β-…e-ahg -(s一作-shg
{(， -α)e-(β一α)he-αhgー (γ -s)e-βhg}e-γhg 

x [{ (α+グ)， (α2十s2)}(e-ihgー♂hg)

一{s(，-o:)e-γhg_o:(，_β)け 9} e-(s-a)(h-hg) 

(α(γ-s)e-ihg -β(γ-0:)ハ}e(βーゆ-hg)]
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x [{ (α十吋グ)(γ÷吋叶sめ)一吋一(α2+sグ的2り)

一{(α一術-s)e-{d一向一(β5)(γ_a)e(O-i)hg } 

一{(β一州一α)ε-(d一内一(α-5)(，β)e{d一向)
×川h-hg)]-1 e-dhg + ae-…円…se叶
+ [{ (叶グ)γ-(α2十β2)}(e-ihg…♂hg) 

一{s(γ 一α)e-ihg 一α(γ 一イs)e♂γh
g}e-げ伊山川一叶4α川)(刊}

{ a( γ 一s)e-… γ怜内hg一β ( γ 一Q吋)e♂汁γ怜hg}xe 山 } 

x [{ (α十吋β)(γ+刊o)ト一吋一(α2+sグ的2り)

一{(α一術_s)e-{d-i)hg一(β-5)(γ一α)げ刊g}
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%による拡散

等方拡散

図 B.l:拡散の方向
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