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概要

　重力レンズは現代の天文学及び宇宙論において重要な役割を果たして
いる。系外惑星探査や暗黒物質及び暗黒エネルギーの調査等様々な分野
に対して重力を用いた望遠鏡として広く応用されている。
　宇宙には多種多様な天体が無数に存在する。その中には直接観測が難
しい天体も多数存在する。 重力レンズを使うことによってそのような天
体でも間接的に観測が可能である。 そのためには、銀河等の既知の天体
だけでなく、理論上その存在が予言されているダークマターやダークエ
ネルギー等の未知の物質・エネルギーで構成される時空構造の理解が必
要である。しかし、これらの時空構造は非常に暗いため、未だ直接観測
されておらず、性質や状態、密度分布等の理論予想の検証が困難であり、
よく理解されているとはいいがたいのが現状である。
　そこで有効になるのが、重力場中の光の軌道（光的測地線）に着目す
ることである。光の軌道は物質やエネルギーのつくる重力場にのみ依存
する。よって、物質やエネルギーの性質が不明確であり、また十分な明
るさがなくとも、その近辺を通った光を観測することにより、間接的に
その存在を発見することが可能であると考えられる。
　重力場中を伝搬した光はそうでない光と比べて、観測されたときに様々
な変化が見られる。その変化は、(光源の)像の分離・変形、明るさの変
化、または光の到達時間のずれとして現れる。
　しかし、重力場中の光の軌道を研究する際に、複雑な密度分布を持つ
天体や多数の天体を対象とする場合、次数の高い光の軌道の方程式を取
り扱うことになり計算が非常に困難である。また、未知の時空構造を対
象とする場合、密度分布等のパラメータやパラメータへの依存性を決め
る際、任意性を持たせる必要がある。
　 現在、ある質量分布中を伝搬する光の経路は大規模シミュレーション
により数値的に計算する手法が主流である。しかしこれは、膨大な計算
時間や計算コストがかかることや、観測量がモデルのパラメータにどの
ように依存するかが明らかでない等の問題が存在する。そこで申請者は
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それらと違った解析的手法を用いてする研究に取り組み、重力レンズの
観測可能量が時空構造のパラメータにどのように依存しているかを明ら
かにした等、数値計算ではできないような成果を上げてきた。
　本論文では以下の三つの研究について述べる。

研究１：多体系による重力場中の光の軌道方程式に対する摂動解法の構
築 (第 3章)

研究２：Schwarzschild時空やワームホールと呼ばれる時空間トンネルの
ような構造を持った時空、またそれらをさらに一般化した計量を用いた
重力レンズに関する物理量の計算とそれらを発見する手法の立案 (第 4～
6章)

　研究 1では高次の方程式である多数の天体による重力場中の光の軌道
方程式を、ある一つの天体とそれ以外の天体との質量比が微少量である
としてテイラー展開することで、摂動解を導いた。研究１の特色として、
複数のレンズ天体間同士の視線方向の距離を違うものとして計算するこ
とに成功したことと、レンズ方程式を天体の質量比を展開パラメータと
して摂動的に解いたことが挙げられる。本研究の前には複数のレンズ天
体が同じ距離にあるとした計算しか行われていなかった。またこの研究
は、解析的手法により光の経路を与え、かつ、モデルのパラメータ依存
性を明らかにしたという点で特徴的である。
　研究２では質量等の時空構造を特徴付けるパラメータを ε、計量と呼ば
れる２点間の距離を表す量において平坦時空からのずれを空間の中心か
らの距離 rの関数としてを r−nと表し、パラメータやパラメータ依存性に
任意性を持たせた時空構造を仮定し田植えで、重力レンズに関する物理
量を求めた。結果として、光の曲がり角、像の変形、増光曲線、光中心、
時間の遅れといった観測可能量を得た。この時空は、Schwarzschild時空
とエリスワームホールの計量の成分がそれぞれ距離の－ 1乗、－ 2乗で
あることから推定し考案された。研究２の特色は、Schwarzschild時空や
ワームホールまたはボイド等を含んだ計量を用いて重力レンズに関する
物理量を計算することで様々な時空の性質を包括的に扱うことができる
という点である。
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第1章 導入

1.1 重力レンズ
　重力レンズは現代の天文学及び宇宙論において重要な役割を果たして
いる [2,3]。宇宙論的な規模での太陽外の惑星から暗黒物質および暗黒エ
ネルギーまで及ぶ様々な分野に対して重力の望遠鏡として広く応用され
ている [4]。実例として、重力レンズを用いた系外惑星探査の成功が挙げ
られる [5–9]。Gaudiらはレンズを通して太陽－木星－土星系と類似した
系を発見した [10]。近年、重力レンズは宇宙論規模での修正重力理論を
制限するために使われている [11]。

1.2 多重重力レンズ
　この章では多重平面上での点源による重力レンズを議論する。この時、
平面の数は任意とする。このような多重平面の取り扱いは重要である。マ
イクロレンズの研究では普通、単一平面上の連星レンズを仮定する。そ
の有効性について議論するために、2枚のレンズ平面を考え、後に 2つの
レンズ平面が融合する極限をとることができる。この方法によって二つ
のレンズ間の距離によって引き起こされる効果を見積もることができる
だろう。別の重要性として宇宙論中の重力レンズが挙げられる。明らか
に、異なる赤方偏移と不均質な暗黒物質の銀河は単一平面ではなく多重
平面の方法によって記述されなければならない。
　レンズとソースのパラメータの関数として像の位置を表すことは長い
間挑戦的な問題として存在した [12,13]。多重レンズ方程式を解くために
先の単一平面の研究の拡張による質量比を展開パラメータとしたテイラー
級数展開の方法を示す [14]。特に、自明でないとして、特異点を備えた
レンズ方程式の分母を注意深く研究する。
　多重平面レンズ像の数え上げ定理は像の数の下限値はそれぞれの平面上
の単一の質点を備えたN平面において 2N となることを述べている ( [15]
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の 458ページ)。しかしながらこの定理は像の位置については全く述べて
いない。従って、そのような像の位置が解析的手法の中でどのように実
現されるかを議論することは重要である。
　弱場、薄いレンズ近似、微小な曲がり角の三つの仮定の下で、重力レンズ
は普通、レンズ平面から光源平面への写像として記述される [9]。Bourassa
とKantowskiは重力レンズを記述するために複素表示を導入した [16,17]。
これらの表示は楕円体、もしくは回転楕円体のレンズを記述するために
用いられる [18–20]。
　N体レンズでは、Wittは単一の複素変数の多項式へレンズ方程式を書
き直した [21]。この形式は質点レンズの研究においてしばしば使用され
ている。単一平面上のN体レンズによる一変数多項式はN2 +1の次数を
持つ。それにもかかわらず、像の数の最大値は 5(N − 1)として知られて
いる [22–25]。これは非物理的な解が多項式に含まれていることを意味し
ている (一般的なレンズシステムでの層状の尖った caustic近くの像の消
失及び出現に関する詳細な議論より [15]）。浅田 [14]に次いで、この論文
では複素変数形式のレンズ方程式を用いる。これにより、非物理的な解
を排除することができる。

1.3 距離の逆nべき時空の重力レンズ
　光の曲がりは時空のnull構造の研究をする際に非常に役立つ。曲がる角
度の厳密な形式は強重力場を正確に理解する際に重要な役割を果たしま
す [31–35]。例として、Schwarzschildブラックホールの強い重力レンズ効
果は、FrittelliとKlingおよびNewman [31]、およびVirbhadraとEllis [32]

によって研究された。またVirbhadraと Ellis [33]、およびVirbhadraと
Keeton [36]はその後、裸の特異点による強い重力レンズ効果について研究
した。Eiroa、RomeroおよびTorresはReissner-Nordströmブラックホー
ル撮像を扱った [34]。Perlickは、Barriola-Vilenkinモノポールおよびエ
リスワームホールによる重力レンズについて議論した [35]。
　一般相対性理論の特徴の一つとして、ワームホールのような自明でない
時空のトポロジーを認めるという点が挙げられる。エリスワームホールは
モーリスとソーンの通過可能なワームホールの特殊な例である [37–39]。
更に、ワームホールは、物理学のいくつかのエネルギー条件の破れと必
然的に関連づけられる [40]。例えば、ダークエネルギーはアインシュタイ
ン方程式の右辺の付加的なエネルギー運動量成分による宇宙の加速膨張
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を説明するために導入される。更に、アインシュタイン-ヒルベルト作用
に相当するアインシュタイン方程式の左辺はストリング理論、ループ量
子重力等に基づいた様々な方法 (非線形曲率項、高次元等)により修正さ
れる。重力は非線形であるため、時空が漸近的平坦、静的球対称である
と仮定した場合であっても、アインシュタイン方程式の左右両辺いずれ
かの修正は標準的な Schwarzschild時空と著しく異なる時空となるを解と
して許すことになる可能性がある。1例として、エリスワームホール (通
過可能なワームホール)が挙げられる。
　何年も前にワームホール時空に点在する問題は議論された ( [41,42]等)。
興味深いことに、エリスワームホールは無限遠で質量０だが光の偏差を
引き起こす [41, 42]。さらにエリスワームホールによる重力レンズ効果
は近年、新奇な時空の探査で調査された [35, 43–50]。エリスワームホー
ルによる曲がり角のいくつかの形式は最近得られ、またしばしば使用さ
れ [35,45–48,51,52]、さらにそれらの研究の違いを明確にするための研究
も行われた [53, 54]。
　 f(R)重力理論や 4次重力のような修正された重力理論中の重力レンズ
の微小な変化はこれまで研究されてきた [55–58]。北村らによって重力
レンズ中の修正に関するいくつかの研究がなされてきた [59]。彼らは現
象論的に、漸近的平坦且つ静的球対称な距離の逆 nべきに依存する修正
された時空を仮定した。シュバルツシルト時空とエリスワームホールは
n = 1, n = 2にそれぞれ対応している。さらにこれらの時空は一つのパ
ラメータで表されている。もしこのモデルが標準アインシュタイン方程
式の枠組みで解釈されるとするなら、n "= 1のとき、時空は非真空である
といえるであろう。

1.3.1 シア
　北村らは減光がエリスワームホール (n=2)を含む n > 1の時生じるこ
とを示した [59]。さらのそのような新奇なモデルによる重力マイクロレ
ンズ効果の光度曲線には時間対称の減光部分が現れることも示した。銀
河中のマイクロレンズ観測では光度曲線は役立つ。宇宙論的シチュエー
ションでは、しかしながら、アインシュタインリングは非常に大きくな
り、それに従ってタイムスケールも増大するため光度曲線は観測できな
い。一方、像の分離角は現実的に観測可能なほど十分大きくなる。Sloan

Digital Sky Survey Quasar Lens Searchの結果を使用することによって、
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高橋と浅田は近年エリスワームホールと負の質量を持った物質の存在量
の上限を求めた [60]。理論物理学では、負の質量とは普通の物質の質量の
符号とは反対の質量の物質が持つ仮想概念である。にもかかわらず可能
な負の質量のアイディアは 19世紀以降しばしば議論されてきたが、その
存在を立証する証拠は発見されていない [61–64]。負の質量は負の質量の
固まりを形成するために互いに引きあるだろう。その結果、そのような固
まりはボイドの中に存在するであろう。しかしながら、像の分離角につ
いての情報は新奇のレンズモデルを区別するのに十分ではない。従って、
この章では修正された時空によるレンズイメージの形について述べる。

1.3.2 マイクロレンズイメージの光中心
　上述のシアは銀河系外、もしくは宇宙論的な距離で起こりうる現象で
ある。よってこの章では銀河系内のマイクロレンズイメージの光中心に
ついて述べる。Schwarzschildレンズ像の光中心はたびたび研究されてき
た [94–101]。Virbhadraと Keeton [36]は Janis-Newman-Winicour解を
使って裸の特異点の光中心を研究した。
　距離の逆 nべき時空の光中心の研究結果は以下の通りである。(1）あ
る新奇なレンズモデルについては、光源からの光中心は大きな nの場合
蝶ネクタイのような曲線を描いて動くであろう。n = 1なら楕円、n = 2

なら卵形として知られている。(2)凹面タイプの斥力レンズモデルでは光
中心は単純に曲線上を移動しながら光源速度の垂直方向に歪む。一方で
Schwarzschildの場合は接線方向に歪む。

1.3.3 時間の遅れと振動数シフト
　Shapiroの時間の遅れと呼ばれるSchwarzschild時空中の光の到着時間の
遅れは曲がった時空中の光に対する別の重力効果である。時間の遅れ効果
はアインシュタインの理論を検証した [86]。著しい進歩は土星へ向かう途
中のカッシーニ衛星のドップラートラッキングによってもたらされた [87]。
修正重力モデルでの重力の時間の遅れは弱場近似中の Schwarzschild時空
からの微小なずれを仮定することによって議論されてきた [88]。Virbhadra
と Keeton [36]、DeAndreaと Alexander [89]は宇宙検閲官仮説を検証す
るために裸の特異点による時間の遅れを議論した。強い裸の特異点によ
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る時間の遅れは負である。ここで、強い裸の特異点とはいかなる光球に
も覆われないものをさす。
　従って他の新奇なレンズモデルを理解するために光の時間の遅れを研
究することは興味深い。光の放射源が移動する場合、時間の遅れの変化に
よって周波数変位が引き起こされる。この周波数変位は２点間の時計の
違いによる重力赤方偏移とは別物であることに注意する。6.4を見ると、
周波数変位は各シグナルの時間の遅れによって引き起こされる。ここで
は光源の直線運動を想定する。視線方向に沿った速度成分は、Shapiroの
時間の遅れより遥かに大きいと予測されるドップラー効果を主に引き起
こす。ドップラー効果は光の固有振動数が演繹的に知られている場合の
み測定することができる。さらに、ドップラーシフトは光源が直線運動す
るため一定である。一方、速度の横成分はレンズオブジェクトと光線の
最近切距離 (またはインパクトパラメータ)を変化させる。従って Shapiro

の時間の遅れ、及び振動数シフトは時間に依存する。また固有振動数が
未知であってもそれらは観測可能である。以降では特に光源平面中の光
源の運動に注目する。
　実際、カッシーニによって時間の遅れによる振動数シフトが観測され
た [87]。よってこの論文では到着時間の遅れとそれによって引き起こされ
る振動数シフトの両方について述べる。特に、新奇な重力レンズ効果を
研究するために北村ら [59]によって議論された時空モデルを再検討する。
Schwarzschild時空とエリスワームホールはそれぞれ n = 1, n = 2に相当
する。このようにこれらの時空は一つのパラメータで表現することがで
きる。このパラメータモデルはあるパラメータ領域のいくつかのエネル
ギー条件の破れで関連づけられるであろう球状の質量分布を表す。もし
モデルが標準アインシュタイン方程式の枠組みの中で解釈されれば、バー
コフの定理は n "= 1の場合非真空であるかもしれないということを表し
ていることに注意する。このレンズモデルはレンズ像の減光 [?]、ラディ
アルシア [70]、変則的な光中心 [90]を示唆した。
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第2章 重力レンズ

　ここでは重力レンズの基礎とそれに伴う現象について述べる。

2.1 重力レンズ

Lens Plane
y

x
Obs

Source Plane

ξ η

Lens

Image Source
α

DL DLS

DS

図 2.1:

　光源から発せられる光が銀河等の天体 (レンズ天体)による重力場を通
過した際、その軌道が曲がり観測者に届く。これは時空の計量が重力場
により影響を受け、光の軌道がそれに伴い変化したためである。
　重力場中を伝搬して観測者に届いた光は、そうでない光と比べ観測さ
れたときに様々な変化が見られる。その変化は、(光源の)像の分離・変
形、明るさの変化、または光の到達時間の変移として現れる。
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　これを利用した天文学的な応用の一例を挙げる。

1.太陽系外惑星探査
重力マイクロレンズ効果と呼ばれる光源の増光は、レンズ天体、光
源をうまく配置することによって、レンズ天体が地球質量程度の星
であっても起こりうる。このことを利用した太陽系外惑星探査が実
施されている。しかしこの効果は、一回の観測で惑星を検出できる
反面、追試がほぼ不可能という欠点を持っている。また、惑星の軌
道半径が小さいと中心の星の増光に隠れてしまうので観測できない。
逆に軌道半径が大きすぎると今度は中心の星共々増光する確率が減
少してしまう。しかし、暗く地球程度の質量しか持たない星を発見
することができるのは非常に大きなメリットと言える。

2.宇宙の距離指標
強い重力レンズによる多重像はそれぞれ異なる経路を通っている
ので、観測者までの到達時間も異なる。天体の光度が時間変動して
いる場合、多重像間の到達時間差を推定することができる。レンズ
天体と光源の位置を像の位置や明るさ等から正確に決定すること
ができれば、この時間差の観測からレンズ天体と光源の距離の比
DLDS/DLS を求めることができる。この比は宇宙の膨張速度を表
す定数であるハッブル定数に依存している、つまりこの比からハッ
ブル定数を推定することができる。

3.宇宙論パラメータ推定
強い重力レンズ効果が観測される確率はレンズ天体の数に比例し、
また宇宙論パラメータの値に強く依存する。観測されている強い重
力レンズ現象の頻度を理論予測と比較することで宇宙論パラメータ
を推定することができる。しかしそのためには銀河数密度とレンズ
断面積を正確にもで羽化する必要がある。レンズ断面積とは、レン
ズ天体となりうる銀河を置いた視線方向に垂直な平面内において、
ある範囲内に光源があることによって重力レンズ現象が引き起こさ
れる、その範囲の面積のことである。銀河数密度とレンズ断面積は
銀河の進化や質量分布等、現在も研究が進められている諸々の要素
にも依存するため不定性がある。

4.自然の望遠鏡
重力レンズ効果によって曲げられた光は元の光よりも明るく観測さ
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れる。従って、本来は暗くて観測が困難な宇宙論スケールの天体で
あっても、この効果によって観測することが可能である。

5.銀河系内ダークマター候補天体探査
マイクロレンズ現象を利用して銀河系内のダークマター候補となる
天体の一つである (MAssive Compact Halo Object: MACHO)を探
査することができる。MACHOとは、白色矮星、褐色矮星、中性子
星、ブラックホール等の暗くて見えない天体、もしくは銀河等に付
随するハローのことである。
1986年、プリンストン大学のボーダン・パチンスキーは重力マイ
クロレンズ効果を用いて、我々の銀河を満たしていると思われる
10−6 ∼ 102M"(M"は太陽質量のこと)のダークマターを検出する
方法を考案した [1]。銀河系内のMACHO天体は静止している訳で
はなく、平均的には 200km/sec程度の速度でランダムに運動してい
る。それが光源となる天体と地球とを結ぶ線上 (またはごく近傍)を
横切る際重力レンズを起こし、1ヶ月程度光源天体がより明るく輝
いて見えるはずである。その頻度から逆算し、MACHO天体の存在
量を推定できる。
1990年代に大マゼラン星雲や我々の銀河を光源天体とするマイクロ
レンズ探査が始められ、現在までに多数の事象が観測されている。
その結果、銀河ハローに存在するMACHOの量は銀河系の見えな
い質量を全て説明するには足りないことが明らかになっている。

6.ダークマター分布マッピング
強い重力レンズあるいは弱い重力レンズを用いて観測を再現するよ
うな天体の質量分布を構築することで、直接は観測できないダーク
マター分布をマッピングすることができる。

重力レンズの計算を行っていく。まず始めに重力場中を伝搬する光の曲
がり角を導き、次に重力レンズ現象を研究する際によく用いられる方程
式であるレンズ方程式を導出する。このレンズ方程式を利用して像の分
離・変形等の現象について述べる。

2.2 曲がり角
一般的に重力レンズは、観測者と光源の間にある一つのレンズ天体のみ
寄与することが多い。このとき光は、レンズ天体の存在する観測者の視
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線方向に垂直な平面で不連続に角度αだけ曲がると近似することができ
る。この時の曲がり角 α̂(ξ)はレンズ天体の質量分布をレンズ平面に射影
することによって得られる。具体的な導出方法は以下の通りである。
まず始めに、光線が物質の局所分布と相互作用する間、物質の形状は著
しく変形しないものとする。次に、メトリック

ds2 = gαβdx
αdxβ

≈
(
1 +

2U

c2

)
c2dt2 − 8cdt

V · dx
c3

−
(
1− 2U

c2

)
dx2 (2.1)

は静的であると考え、フェルマーの原理を適用する。これは重力場の実
効的な屈折率

n = 1− 2U

c2
+

4

c3
V · e (2.2)

をもたらす。dl = |dx|は弧のユークリッド長さであり、e ≡ dx
dl は光線の単

位接線ベクトルである。空間的な光の経路の方程式は変分原理 δ
∫
ndl = 0

のオイラーラグランジュ方程式に従う。通常のベクトル表記を用いて、
de

dl
=

−2

c2
∇⊥U +

4

c3
e× (∇× V ) (2.3)

が得られる。∇⊥U ≡ ∇U − e(e ·∇U)は光線の方向 eに直行する平面上
の∇U の射影である。この方程式はヌル測地線

d2xα

dv2
+ Γα

βγ

dxβ

dv

dxβ

dv
= 0 (2.4)

からも求めることできる。　クーロン型の寄与はレンズ天体方向の引力
に対応する。2番目の項は物体の運動により生じる重力磁場に起因する。
これは運動する物体、特に回転体による時空の引きずりと関係がある。し
かしこの効果は最初の項と比較して十分に小さいため、(2.6)以降は無視
する。
　曲がり角 α̂を最初と最後の光線の方向の差として

α̂ = ein − eout (2.5)

と定義する。式 (2.3)から

α̂ =
2

c2

∫
∇⊥Udl − 4

c3

∫
e× (∇× V )dl (2.6)

を得る。一般的に、光線 x(l)の 2次の非線形微分方程式は解くことがで
きず、また (2.6)は光線に沿って積分しなければならないため、上記の曲
がり角の表式はあまり役に立つようには見えない。しかし最も現実的な
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条件の下では、曲がり角は非常に小さく、基本的に半径 d + δの範囲で
生じる。dはレンズ天体の半径、δはレンズ天体と光線の最近接距離であ
る。点源 (U(x) = −GM

|x| )の場合、摂動を受けていない光線上で積分する
と、x(l) = ξ+ le(インパクトベクトルxiは接線ベクトル e = einに直交
する)はアインシュタイン角

α̂ =
4GM

c2
ξ

|ξ|2 (2.7)

ここで、トータルの曲がり角 α̂が非常に小さいだけでなく、光線の入射
方向上にあるレンズ天体の広がり Lが、実際の光線上の重力場の強さの
値∇⊥Uが摂動を受けていない光線上のそれからほんの少ししかずれない
ほど小さいものとする。つまり、光線の最大偏光∆Smax ∼ α̂Lは場が変
化する長さスケールに比べて小さい。

|∆smax∇⊥∇⊥U | ( |∇⊥U | (2.8)

この時、摂動を受けていない光線上の (2.6)でまた積分を実行することが
できる。そのような幾何学的薄レンズによる曲がり角はレンズの質量要
素によるアインシュタイン角 (2.7)の合計と等しい。結果的に、eに平行
な微小な円筒中の全ての質量要素は同じインパクトベクトルを持つ。従っ
て全ての質量要素は eに垂直な平面状に射影され、曲がり角を表面質量
密度Σ(ξ)によって特徴付ける。
　よって曲がり角は

α̂(ξ) =

∫

R2

d2ξ′
4GΣ(ξ′)

c2
ξ − ξ′

|ξ − ξ′|2 (2.9)

と与えられる。積分はレンズ平面上で行われる。また ξはこの平面状の
2次元ベクトルである。

2.3 レンズ方程式
　レンズ方程式は以下のように導出される。光源、レンズ、観測者を図
2.1のように配置する。このとき、ηは光源の位置、ξは光のインパクト
パラメータ、DS, DL, DLSはそれぞれ、観測者からレンズ、観測者から光
源、レンズから光源までの距離である。またレンズと光源を含む観測者
の視線方向に垂直な平面をそれぞれレンズ平面、光源平面と呼ぶ。簡単
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な幾何学的考察からレンズ方程式は
η =

DS

DL
ξ −DLSα̂(ξ) (2.10)

となる。このレンズ方程式と曲がり角 (2.9)はレンズ平面から光源平面へ
の射影で表される。この射影は任意の質量分布 Σ(ξ)で簡単に得られる。
この方程式を使うことによって、光源の位置 ηが与えられた時、像の位
置 ξが得られる。しかし射影 ξ )→ ηは非線形であるため、レンズ方程式
を解析的に解くためには質量分布が非常に単純である必要がある。
レンズ方程式 (2.10)を角度距離で書き直す。レンズと光源の角度位置を
それぞれ θS,θI とすると、η = DSθS, ξ = DLθLとなる。よってレンズ
方程式 (2.10)は

θS = θI −
DLS

DS
α̂(θI) (2.11)

と書き直せる。
　レンズ方程式 (2.10)を無次元化する。レンズ平面上と光源平面上の長
さスケールをそれぞれ ξ0, η0とすると、η0 = ξ0DS/DLという関係がある。
これらを用いて無次元ベクトル

x =
ξ

ξ0
, y =

η

η0
(2.12)

を定義する。同様にして無次元化された表面質量密度は

κ(ξ) =
Σ(ξ0ξ)

Σcr
(2.13)

となる。臨界表面質量密度 Σcrは光源が重力レンズを起こすためにレン
ズ面で必要となる典型的な面密度の値を与える。これは

Σcr =
c2DS

4πGDLDS
≈ 1.7× 1015

(
1Gpc

DLDLS/DS

)
M"Mpc−2 (2.14)

で与えられる。
　これらの定義を用いてレンズ方程式 (2.10)と曲がり角 (2.9)を無次元化
すると

y = x−α(x) (2.15)

α(x) =
1

π

∫

R2

d2x′κ(x′)
x− x′

|x− x′|2 =
DLDLS

ξ0DS
α̂(ξ0x) (2.16)
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となる。また曲がり角αは、恒等式∇ ln |x| = x
|x|2 よりレンズポテンシャ

ル ψを使って
α = ∇ψ (2.17)

ψ(x) =
1

π

∫

R2

d2x′κ(x′) ln |x− x′| (2.18)

と表せる。このことからレンズ方程式 (2.15)は

y = ∇
(
1

2
x2 − ψ(x)

)
(2.19)

と書き直せる。またレンズポテンシャルψと表面質量密度κの関係式 (2.18)

は恒等式∆ ln |x| = 2πδ2(x)を使うことによって
∆ψ = 2κ (2.20)

が得られる。この式より、表面質量密度が与えられるとレンズポテンシャ
ルを決定することができる。ここで δ2は 2次のデルタ関数で、∆はxに
関するラプラシアンである。
レンズ方程式 (2.15)を複素変数を用いて書き直すこともできる。xc =

x1 + ix2, yc = y1 + iy2とすると、
yc = xc − I∗c (xc) (2.21)

Ic =
1

π

∫

C

κ(x′
c)

1

xc − x′
c

d2x′ (2.22)

となる。複素形式は、与えられた質量密度分布からの曲がり角の計算は
不自明だが、複素積分理論が解析的な結果に結びつく場合に使われる。

2.4 増光率
　光束が受ける重力の影響の強さは光束の両端で異なる。このことから、
重力による光の曲がりは観測される光源を複数の像に分裂・変形させる
だけでなく、光源の像の特性にも影響を及ぼす。特に像のフラックスは光
束の断面積が重力によって歪められるため影響を受ける。光子数が保存
されることから、像のフラックスはこの領域の歪みによって決定される。
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Lens Plane

O

Source Plane

Lens

図 2.2: 光源に対する立体角の歪みを模した図。光源は領域 AS を持つ。
レンズがない場合の立体角 dω∗ = AS/D2

Sであり、レンズがある場合の立
体角は dω = AI/D2

Lである。光源の明るさは立体角 dwに比例して増光
される。

天球面上の立体角 dw∗に対する面輝度 Iνを持つ微小光源を考える。光源
からのフラックスは

S∗
ν = Iνdw

∗ (2.23)

となる。もし光束が重力の影響を受けるならば、像の立体角 dwは dw∗と
は異なるだろう。重力レンズ現象では振動数 νまたは面輝度 Iνは変わら
ないので、観測される像のフラックスは

Sν = Iνdw (2.24)

従って重力レンズ現象は因子
|µ| = Sν/S

∗
ν = dw/dw∗ (2.25)

による観測された像のフラックスの変化を引き起こす。
　 (2.12)において ξ0 = Ddの場合、x,yはそれぞれ角度位置 θ,βと等し
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い。従って、立体角の比 (2.25)は
dw

dw∗ =
d2θ

d2β
(2.26)

によって与えられる。このことから増光因子 |µ|はヤコビ行列によって与
えられる。レンズ方程式のヤコビ行列 (2.15)は

A(θ) =
∂β

∂θ
, Aij =

∂(β1β2)

∂(θ1, θ2)
(2.27)

によって定義される。増光因子 µはレンズを受けた像のフラックスと受
けていない像のフラックスの比によって

µ(θ) =
1

detA(θ)
=

∣∣∣∣det
∂β

∂θ

∣∣∣∣
−1

(2.28)

と与えられる。光源は因子 |µ(x)|によって明るく、もしくは暗くなる。も
し光源がいくつかの像に写像される場合、それぞれの増光因子の比率は
像のフラックス比と等しい。
次に、増光率の一例として Schwarzschildレンズの場合を計算する。像の
位置 θ+, θ−はそれぞれ

θ± =
1

2

(
β +

√
4 + β2

)
(2.29)

である。二つの像に対する増光率は (2.28)より、

µ± =

∣∣∣∣
θ±dθ±
βdβ

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

2β
(β ±

√
β2 + 4)× 1

2

(
1± β√

β2 + 4

)∣∣∣∣∣

=
1

4

(
√

1 + 4/β2 +
1√

1 + 4/β2
± 2

)
(2.30)

と計算される。相加相乗平均の関係より、レンズ天体の中心に対して光
源と同じ方向にある像 θ+は必ずもとの光源より明るくなる (µ+ > 1)こ
とがわかる。また β → 0では増光率が発散し、像はリング状となる。
　レンズ天体が軽く重力が弱い場合、像は二つに分離できず、一つの像
として観測される。この場合光源は全増光率

µtot = µ+ + µ− =
1

2

2 + 4/β2

√
1 + 4/β2

=
β2 + 2

β
√
β2 + 4

(2.31)

として観測される。
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　次にマイクロレンズの光度曲線について考察する。光度曲線とは横軸
に時間、縦軸に光度変化をとった、光源の明るさの時間変化を示す図で
ある。まず観測者から見たときレンズ天体が常に原点となるような 2次
元座標系を選ぶ。レンズ天体に対する光源の相対速度を vlとする。対応
する角速度は uL = vL/DLレンズ天体は点レンズで近似する。光源とレ
ンズ天体の最近接時間を t0とする。この時の角度を β0とおくと、時刻 t

における光源とレンズ天体のなす角度は図 2.3より
β(t) =

√
β2
0 + u2

L(t− t0)2 (2.32)

で与えられる。(2.31)より、この角度に対応する増光率 µ(t)は

µ(t) =
βE(t)2 + 2

βE(t)
√
βE(t)2 + 4

βE(t) =
β(t)

θE
=

√(
β0
θE

2)
+
πΣCv2L
M

(t− t0)2 (2.33)

となる。銀河系内のMACHOによって大マゼラン星雲 (LMC)内の星が
マイクロレンズを受ける場合、典型的なパラメータ

vL ≈ 200[km/s]

DL ≈ 10[kpc]

Σc =
c2

4πG

DS

DS −DL
≈ 3× 104

(
10[kpc]

R

)
[g/cm3]

θE =
1

DL

√
M

πΣc
≈ 0.3

√
M

0.1M"

√
10[kpc]

R
[ミリ秒角]

∆tEL ≡ θE
uL

≈ 20

√
M

0.1M"

√
R

10[kpc]

(
200[km/s]

vL

)
[日] (2.34)

を考えると図 2.4のような光度曲線を得ることができる。
　 Schwarzschildレンズのような通常の物質による重力レンズは増光する
が、ワームホール等の新奇な物質による重力レンズでは減光する可能性
もある ( [59]参照)。
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アインシュタイン半径
ソース天体

レンズ天体

図 2.3: マイクロレンズにおけるレンズ天体と光源の相対運動

　ある特定の xでは行列式Aは 0になり、µは発散する。そのような点
のことを critical pointsと呼ぶ。それに対応する光源の位置 yは caustics

と呼ぶ。このような発散は幾何光学近似が critical pointsの付近でうまく
いかないことを示す。また増光率の発散はある二つの事実から、光源の
像が無限に明るくなるということを意味しない。一つ目は現実の光源は
拡大される点である。そのような光源では増光率は (2.28)の加重平均で
ある。このことは増光率が常に有限であることを示す。2番目は、たとえ
光源が点状であっても増光率は無限ではない点である。これまでこの論
文では幾何光学近似中の光の伝搬を扱ってきた。この近似は重力レンズ
を研究するにあたって非常に有効である。光源は干渉効果のために非現
実的なほど小さくなければならない。しかし光源を仮想的に点源とおい
ても、critical curve上の像の最大増光率は波動効果のために有限である。
　レンズ写像の critical curveはそれらの性質の定性的理解のために非常
に重要である。critical curveの像について考察する。観測者とレンズの
位置が与えられると、像の数は一般的に光源の位置によって異なる。像
の数は光源が causticを横切ることによって変化する。交差の方向によっ
て反対のパリティーを持った二つの像は一つに融合、もしくは現れる。融
合する直前、像は critical curve付近に現れるため非常に明るい。
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図 2.4: マイクロレンズの光度曲線。β0/θE = 0.1の場合。∆tELはアイン
シュタインリング半径をレンズ天体が横切る時間スケール。

causticsの位置が知られているのなら、前述の性質を用いることによって
像の数の依存性をを決定することは簡単である。レンズが有限の質量を
持った任意の透明な質量分布であるとすると、点源の像の数はレンズと
光源の位置が十分ずれている場合一つである。

2.5 シア
　重力レンズ効果によって引き起こされる像の形状の変化とその変化率
について述べる。レンズポテンシャルを用いてヤコビ行列 (2.27)を表すと

Aij = δij − ψij (2.35)

と書き表せる。この表式からわかるようにヤコビ行列 Aは対称である。
面密度とレンズポテンシャルの関係からヤコビ行列は

A =

(
1− κ− γ1 −γ2

−γ2 1− κ+ γ1

)
(2.36)

κ =
1

2
(ψ11 + ψ22) ; γ1 =

1

2
(ψ11 − ψ22) ; γ2 = ψ12 = ψ21 (2.37)

21



The larger the power n, the more likely the demagnifica-
tion. One might guess that demagnification could be

caused for a smaller !̂, especially !̂ ¼ 0. However, this
is not the case. Equation (13) suggests that the total

demagnification could occur only when !̂ is small but
larger than the critical value 2=ðnþ 1Þ under a large-n
approximation.

Note that the compatibility of the assumption !̂< 1 and
Eq. (13) implies n > 1. Namely, Eq. (13) becomes a better
approximation as n grows larger than unity.

The above argument is based on the near-zone approxi-

mation (!̂< 1). For a test of the analytic result, we per-
form numerical calculations. We consider n ¼ 10, which
might be one of the higher-dimensional models inspired by
string theory. Equation (13) suggests that demagnification

of the total lensed images could occur only for !̂>
2=11 ¼ 0:182. Figure 1 shows numerical results for n ¼
1, 2, 3, and 10. In the case of n ¼ 10, the analytic result for
the critical value !̂ ¼ 2=11 ¼ 0:182 is in good agreement

with the numerical one, !̂ ¼ 0:187.
Figure 2 shows numerical light curves for n ¼ 1, 2, 3,

and 10. As the power n is larger, time-symmetric demag-
nification parts in the light curves become longer in time
and larger in depth. Cases of n ¼ 3 and 10 showmaximally

%10 and %60 percent depletion of the light, when the
source position is !̂% 1:1 and !̂% 0:7, respectively.
Before closing this section, we briefly mention an effec-

tive mass. A simple application of the standard lens theory
[26] suggests that the deflection (" ¼ !"=bn) and magnifi-
cation studied here correspond to a convergence (scaled
surface-mass density) of the form

#ðbÞ ¼ !"ð1& nÞ
2

1

bnþ1 : (14)

For n > 1, therefore, the effective surface-mass density of
the lens object is interpreted as negative in the framework
of the standard lens theory. This means that the matter (and
energy) need to be exotic if n > 1.

V. DISCUSSION AND CONCLUSION

We examined a gravitational lens model inspired by
modified gravity theories and exotic matter and energy.
By using an asymptotically flat, static, and spherically
symmetric spacetime model of which the metric depends
on the inverse distance to the power of positive n, it was
shown in the weak-field and thin-lens approximations that
demagnifying gravitational lenses could appear, provided
the impact parameter of light !̂ and the power n satisfy

FIG. 2 (color online). Numerical light curves for the same minimum impact parameter of the light trajectory !̂0 ¼ 0:1. The source
star moves at constant speed and the source position changes as !̂ðtÞ ¼ ð!̂2

0 þ t2Þ1=2, where time is normalized by the Einstein ring
radius crossing time. Top left, top right, bottom left, and bottom right panels correspond to n ¼ 1, 2, 3, and 10, respectively. For
convenience, a thin (red) line denotes Atot ¼ 1.

BRIEF REPORTS PHYSICAL REVIEW D 87, 027501 (2013)

027501-4

Schwarzschild Ellis worm hole

図 2.5: 距離の逆 nべき時空の重力レンズによるマイクロレンズの光度曲
線 ( [59]参照)。

次に具体的なコンバージェンスとシアを計算してみる。本論文では特に
円対称レンズ天体を取り扱うため、円対称レンズの場合のコンバージェ
ンスとシアを計算する。コンバージェンスについてはレンズポテンシャ
ルと面密度の関係式から

κ =
1

2
(ψ11 + ψ22) =

Σ(θ)

Σc
=

1

2πΣcθ

dM̃(< θ)

dθ
(2.38)

を得る。シアについても同様に計算すると、
γ1 =

1

2
(ψ11 − ψ22)

=
1

2πΣc

[
∂

∂θ1

(
θ1M̃(< θ)

θ2

)
− ∂

∂θ2

(
θ2M̃(< θ)

θ2

)]

=
1

2πΣc

[
−2θ21 + 2θ22

θ4
+
θ21 − θ22
θ3

dM̃(< θ)

dθ

]
(2.39)
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図 2.6: レンズの変換行列の模式図

γ2 = ψ12 =
1

πΣ2

∂

∂θ2

(
θ1M̃(< θ)

θ2

)

=
1

πΣc

(
−2θ1θ2
θ4

M̃(< θ) +
θ1θ2
θ3

∂M̃(< θ)

∂θ

)
(2.40)

ここで θ = (θ cosφ, θ sinφ)とおき、

γ ≡ 1

πΣc

(
1

2θ

dM̃(< θ)

dθ
− M̃(< θ)

θ2

)
(2.41)

と定義することによって、シア (2.39),(2.40)が、

γ1 = γ
θ21 − θ22
θ2

= γ cos 2φ (2.42)

γ2 = γ
2θ1θ2
θ2

= γ sin 2φ (2.43)

にまとめることができる。
　シア (2.42),(2.43)より、円対称レンズに対するヤコビ行列 (2.36)は

A =

(
1− κ− γ cos 2φ −γ sin 2φ

−γ sin 2φ 1− κ+ γ cos 2φ

)
(2.44)
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 : convergence �1, �2 : shear

図 2.7: コンバージェンスとシアの模式図

と書くことができる。このヤコビ行列の固有値と固有ベクトルは

λ− = 1− κ− γ = 1 +
1

πΣc

(
M̃(< θ)

θ2
− 1

θ

dM̃(< θ)

dθ

)
(2.45)

w− =

(
cosφ

sinφ

)
(2.46)

λ+ = 1− κ+ γ = 1− 1

πΣc

M̃(< θ)

θ2
(2.47)

w+ =

(
− sinφ

cosφ

)
(2.48)

と得られる。このことから

U ≡ (w−, w+) =

(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
(2.49)

を用いるとヤコビ行列 (2.44)は

A′ = U−1AU =

(
1− κ− γ 0

0 1− κ+ γ

)
=

(
λ− 0

0 λ+

)
(2.50)

と対角化される。
　Uは座標系を角度 φだけ回転させる行列であるから、別の座標系に移
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ると
δθ′ = U−1δθ, δβ′ = U−1δβ, (2.51)

δβ′ = A′δθ′ =

(
λ− 0

0 λ+

)
θ′, (2.52)

δθ′ = A′−1δβ′ =

(
1/λ− 0

0 1/λ+

)
β′ (2.53)

この結果は、光源を単位円とすると、像はレンズ天体の方向 (タンジェン
シャル方向)に 1/|λ+|、それと直行する方向 (ラディアル方向)に 1/|λ−|
の楕円となることを示す。

1

�+

レンズ 光源

像

1

��

w�w+

lens plane

レンズ
像

�
✓1

✓2

�✓2

�✓1

�✓01�✓02

�✓

図 2.8: レンズ面の回転と像の変形

2.6 時間の遅れ
この節では重力レンズによる光の到着時間の遅れについて述べる。重力
場中を通過した光とそうでない光とでは観測者までの到着時間に差が生
まれる。このような重力レンズ像の時間の遅れは様々な観測可能量の中
で唯一次元を持った量である (像の分離角、レッドシフト、輝度比、拡大
された像のアライメントは無次元)。この事実の重要性は以下の例によっ
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て説明される：全ての距離が 2倍であること以外は全く同一の二つのレ
ンズ幾何について考える。それぞれの観測者が観測する分離角とフラッ
クス比はそれぞれ等しくなるだろう。またどんな像のペアであっても時
間の遅れは 2番目のケースが 2倍となる。従って時間の遅れは、少なくと
も原理的には、重力レンズシステムの全長スケールを決定することを可
能にする。
単一の光源が重力レンズによって二つ以上の像に分離する場合、異なっ
た経路に沿った光の飛行時間は一般的には異なる。これは光の飛行時間
に寄与する二つの効果によるものである。まず始めに、レンズによって
光線は曲げられる。曲げられた光は幾何学的に直線よりも長い。このよ
うに幾何学的に時間の遅れは生じる。次に、光はレンズ天体の重力場を
通過する。弱場近似での計量から、光がユークリッド長さ dlを横切る座
標時間は

cdt ≈ (1− 2U)dl (2.54)

である。U はニュートンポテンシャルである。これがポテンシャルによ
る時間の遅れである。
次に時刻 t = 0で光が光源から放射され、レンズ付近のディフレクション
ポイント Iに直進し、そこから観測点Oへ向かう状況を考える。この時、
時間の遅れは (2.54)より

t = c−1

∫ (
1− 2U

c2

)
dl = c−1l − 2c−3

∫
Udl (2.55)

となる。lは経路 SIOのユークリッド長さである。また、ポテンシャル項
は経路に沿って積分される。この時間の遅れは実際、太陽系において 10−3

の精度で立証されている。図 (2.9)より、
l =

√
(ξ − η)2 +D2

LS +
√
ξ2 +D2

L

≈ DLS +DL +
1

2DLS
(ξ2 − η2) +

1

2DL
ξ2 (2.56)

である。
　ポテンシャル項を定義するため、まず始めに、光源 Sから観測者Oま
での光線に沿った、レンズ平面の原点に置いた点源のポテンシャルの積
分を見積もる。結果として、

∫ I

S

Udl = GM

[
ln

|ξ|
2DLS

+
ξ · (η − ξ)

|ξ|DLS
+O

((
η − ξ

DLS

)2
)]

(2.57)
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が得られる。レンズが起こる条件下では、∫ I

S

Udl = GM ln
|ξ|

2DLS
(2.58)

と近似される。ηの依存性は無視してよい。ここでD′がインパクトパラ
メータ |ξ|より大きいがDLS より小さいパラメータであるとすると、上
記の最後の表式は

GM

(
ln

|ξ|
2D′ + ln

D′

DLS

)
(2.59)

と分解される。最初の項はレンズ平面上の厚さD′の板の中の光線に起因
している。また 2番目の項はその板の外側の光に起因している。最初の
項のみ、ξに依存するレンズのサイズD′の付近で生じる。
イメージIから観測者Oまでの光線の同様の項を上記の結果に加え、(2.59)
と同様にそれを分解し、質量分布中の U の線形性を使って、ポテンシャ
ルによる時間の遅れが

−2

c3

∫
Udl =

−4G

c3

∫
d2ξ′Σ(ξ′) ln

|ξ − ξ′|
D′ + const (2.60)

と得られる。当然、D′は任意の長さスケール ξ0で置き換えられる。宇宙
論への拡張のためにそれは重要であるが、(2.60)の右辺の最初の項はレン
ズ付近で生じる局所的な効果を表す。
幾何的、ポテンシャル的な時間の遅れを加え、SからOのレンズの影響
を受けていない光線の到着時間を引くと、運動学的に可能な光線の時間
の遅れを

c∆t = φ̂(ξ,η) + const (2.61)

と得る。フェルマーポテンシャル φ̂は

φ̂ =
DLDS

2DLS

(
ξ

DL
− η

DS

)
− ψ̂(ξ) (2.62)

によって与えられる。レンズポテンシャル ψ̂は

ψ̂ =
4G

c2

∫
d2ξ′Σ(ξ′) ln

(
|ξ − ξ′|
ξ0

)
(2.63)

で与えられる。
　フェルマーの原理より、時間の遅れはレンズ天体の位置 ξに関して定
常である。つまり

∂(∆t)

∂xi
= 0 (2.64)
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である。これを利用して
η =

DS

DL
ξ −DLSα̂(ξ) (2.65)

を得る。これはレンズ天体が与えられたときの光源と像の関係である。曲
がり角

α̂ = ∇ψ̂ (2.66)

が以前得られた (2.9)と一致しているのがわかる。
　フェルマーポテンシャルを使ってレンズ方程式は

∇ξφ̂(ξ,η) = 0 (2.67)

と簡略化させることができる。光源 ηの二つの像 ξ(1), ξ(1)の到着時間の
差 (時間の遅れ)は

c(t1 − t2) = φ̂(ξ(1),η)− φ̂(ξ(2),η) (2.68)

と表される。(t1 − t2)は光線が観測者に届くまでの座標時間の差である。
対応する固有時間の差は、(t1 − t2)に 1 + U0/c2を掛けることによって得
られる。これは地球上ではU0/c2 ≈ 10−9であるから重力レンズの応用と
は実際無関係である。

2.7 振動数シフト
波数ベクトル kαを使った測地線の方程式

kα
;βk

β = 0 (2.69)

は 4元速度 uα
Sを持った点源 Sと 4元速度 ualpha

O を持った観測者Oの間の
振動数シフトの計算を可能にする。ωの定義式

ω = −dS

dτ
= −S,αu

α = kαu
α (2.70)

と位相の変化 dSは光源と観測者では同じであるという事実から
ωO

ωS
=

(kαuα)O
(kβuβ)S

=
dτS
DτO

≡ 1

1 + z
(2.71)

を得る。kα
Oは kα

S を SとOを結ぶ光線に沿って平行に運ぶことによって
得られる。Sと kαのスケールをかえても (2.71)は変わらない。よって振
動数シフトは振動数、もしくは波長にのみ依存する (ドップラーと重力の
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図 2.9: 一般的な重力レンズの模式図。Lはレンズの中心である。Lと観
測者Oを通る直線は光軸である。βは光源 Sの位置角である。光源から
の光線SI ′Oは角度 α̂で曲げられている。これにより光源の像は位置 βで
観測される。全ての角度は微小のため、実際の光線は近似的に SIOに、
光源とレンズ球面は平面とすることができる。　

項の分離は単なる習慣で、一般相対論では本質的な意味を持たない。Sと
Oの間の同時刻における計量は重力場と相対速度で決まる)。
　計量が定常である (重力ポテンシャルの要素 gαβが 4つの座標に依存す
る全体のスケールファクターΩ2を除いた時間座標 tに依存するような座
標系 (t, xα)を認める)時空中では、gαβ(t, xα) = [Ω(t, xα)]2hαβ(xα)である。
　 (2.70)より、共動観測者Oでの放射の角振動数は

ωO =
∂S

∂t

(
dt

dτ

)

O

=
ω̃

Ω(t, xα
O)
√
htt(O)

(2.72)

である。httは観測者Oの位置 xα
Oでの hαβの tt成分の値である。同様の

定式化を光源にも適用できることから、振動数比は
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光源S

観測者O

図 2.10: 振動数シフトの模式図。光源と観測者の世界線を繋ぐ二つの光
線。位相は光線上では一定である。それは二つの固有時間間隔 dτS, dτOの
関係式 kα

;βk
β = 0を構築する。

ωO

ωS
=

Ω(tS, xα
S)

Ω(tO, xα
O)

=

√
htt(S)

htt(O)
(2.73)

もし共動光源と共動観測者を結ぶ複数本の光線がある時、光源の二つの
像の振動数比は、光が光源から放射され同時に観測者に到着したときの
時間のスケールファクターの変化により (2.73)の対応するΩ比が異なる
場合のみ違いが現れる。Ωがこの時間遅れの間明らかに変化しない場合、
異なる像の振動数比は等しい。これらの比率は光線の経路ではなく光源
と観測者のイベントでのみ決定される。光源と観測者が共動でない場合、
振動数シフトは局所ドップラーによって修正されなければならない。こ
れは現実的に考えうるケースの全ての像に対し適用される。
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2.8 逆nべき時空
　この節では逆nべき時空について説明する [59]。　数ある修正重力理論に
基づき現代論的な観点から、この論文では、漸近的平坦、静的球対称の修正
時空が弱場近似中で距離の逆nベキに依存すると仮定する。Schwarzschild
時空とエリスワームホールはそれぞれ n = 1, n = 2に対応する。ここで
注意すべき点として、時空が標準アインシュタイン方程式の枠組みの中
で解釈された場合、バーコフの定理より n "= 1ではこの時空は非真空で
ある。
　全体の時空はより高次元かもしれないが、ここでは 4次元時空中を伝
搬する光を考える。4次元時空の計量は
ds2 = −

(
1− ε1

rn

)
dt2+

(
1 +

ε2
rn

)
dr2+r2(dΘ2+sin2 Θdφ2)+O(ε21, ε

2
2, ε1ε2),

(2.74)

と表される。ここで rは半径、ε1、ε2は微小なパラメータである。ε1、ε2
は正負の値をとりうる。両方とも負で、かつ n=1のとき、この計量は質
量が負の Schwarzschild時空の計量をあらわす。
　光の伝搬を研究するために、因子 (1− ε1/rn)1/2を用いて共形変換を施
すことは有用である。ヌル構造は共形変換による影響を受けない。ε1, ε2
の線形オーダーでは、時空の計量は単に

ds̄2 = −dt2 +
(
1 +

ε

Rn

)
dR2 +R2(dΘ2 + sin2 Θdφ2) +O(ε2) (2.75)

と書ける。ε ≡ nε1 + ε2、

R2 ≡ r2(
1− ε1

rn

) (2.76)

である。パラメータ εのみが共形変換されたメトリックに影響する。
　この計量では質量 0の粒子でのラグランジアンが得られる。球対称であ
るため、一般性を損なわず、赤道平面 θ = π/2を選ぶことができる。時間
的回転キリングベクトルに関連する運動の定数を使うことによって、光
の曲がり角は線形オーダーで

α = 2

∫ ∞

R0

dφ(R)

dR
dR− π =

ε

bn

∫ π

2
0

cosn ψdψ +O(ε2) (2.77)

となる。R0, bはそれぞれ光線の最近接距離、インパクトパラメータを意
味する。この曲がり角は n = 1で Schwarzschild、n = 2でエリスワーム
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ホールとなる。特定のケースでは上記の積分は∫ π
2

0

cosn ψdψ =
(n− 1)!!

n!!

π

2
(even n)

=
(n− 1)!!

n!!
(odd n)

=

√
π

2

Γ(n+1
2

Γ(n+1
2

(real n > 0) (2.78)

と計算される。また曲がり角は積分をパラメータ εに吸収させ、単に
α(b) =

ε̄

bn
(2.79)

ε̄ = ε

∫ π
2

0

cosn ψdψ (2.80)

と書くこともできる。ここで ε̄の符号は εと同じである。この曲がり角
は Schwarzschil(n=1)や、エリスワームホール (n=2)等を表すことにもな
る。ε > 0では曲がり角は常に正となり、これは対応する時空が光に対し
凸レンズのように引力を働かせることに対応する。それに対し ε < 0で
は曲がり角は必ず負となり、必然的に対応する時空が光に対し凹レンズ
のように斥力を働かせる。以降では ε > 0による重力レンズを重力凸レ
ンズ、ε < 0による重力レンズを重力凹レンズと呼ぶことにする。塚本と
原田 [49]は仮定として北村他 [59]による時空計量から得られる修正され
た曲がり角を用いる。有効質量について述べる。標準レンズ理論 [102]の
適用によって、α = ε̄/bで表される光の曲がり角のコンバージェンス (規
格化された表面密度)は

κ =
ε̄(1− n)

2

1

bn+1
(2.81)

となる。弱場の Schwarzschildではコンバージェンスは消える。ε > 0か
つ n > 1では、レンズオブジェクトの有効表面質量密度は標準レンズ理
論 [59]の枠組みにおいて負と解釈される。これは質量 (もしくはエネル
ギー)が ε > 0かつ n > 1では新奇である必要があることを示唆する。
ε < 0かつ n < 1の場合も同様である。興味深いことに、ε < 0かつn > 1

の場合ではコンバージェンスは中央の特異点をのぞいて至る所で正であ
る。従ってこの場合、斥力であるにも関わらず標準レンズ理論の枠組み
において新奇な物質 (もしくはエネルギー)は必ずしも要求されない。つ
まり上記のモデル中の引力、及び斥力はコンバージェンスの正負と対応
していないということである。以上をまとめたものが表 (2.1)である。
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表 2.1: コンバージェンス κの符号。式 (2.81)の ε(n − 1)の符号と一致
する。

κの符号 εおよび nの範囲
κ > 0 ε > 0 & n < 1

ε < 0 & n > 1

κ = 0 n=1

κ < 0 ε > 0 & n > 1

ε < 0 & n < 1

薄いレンズ近似の元では、レンズ方程式を式 (2.82)として与えることは
有用である [102]。

β =
b

DL
− DLS

DS
α(b) (2.82)

βは光源の角度位置を意味し、DL, DS, DLSはそれぞれ、観測者からレン
ズまでの距離、観測者から光源までの距離、レンズから光源までの距離
を表す。
　上記より、距離の逆 nべき時空のレンズ方程式は

β̂ = θ̂ − 1

θ̂n
(θ̂ > 0) (2.83)

β̂ = θ̂ +
1

(−θ̂)n
(θ̂ < 0) (2.84)

となる。θ̂ ≡ β/θE, θ̂ ≡ θ/θE, θ ≡ b/DLである。
ε > 0では β = 0の時、常にアインシュタインリングに対応する正の根が
存在する。アインシュタインリング半径は式 (2.85)で定義される。

θE =

(
ε̄DLS

DSDn
L

) 1
n+1

(2.85)

ε < 0の場合、β = 0では正の根は存在しない。これは時空が斥力を持っ
ているためと考えられる。ε < 0の場合のアインシュタインリング半径を
式 (2.86)と定義する。しかしこれは、このような半径を持ったアインシュ
タインリングが観測されるという訳ではない。この半径は ε < 0の時の
典型的な角度スケールを表すものである。

θE =

(
|ε̄|DLS

DSDn
L

) 1
n+1

(2.86)
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一般的な正の nでは、修正されたレンズ方程式の厳密解を得ることは不
可能である。そこで、パラメータ依存性を明確にするために数値計算で
はなく解析的ではあるが近似的な方法を用いる。
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第3章 多重重力レンズの摂動論

　ここでは多重重力レンズの摂動論について説明する。この章の構成は
以下の通りである。3.1では複素変数形式の多重レンズ方程式の定式化に
ついて簡単に述べる。レンズ方程式は反復法により解く。3.2.2では 2平
面の場合の反復解と任意の枚数のレンズ平面の像の位置を計算するため
のアルゴリズムを与える。3.3ではレンズ像の位置が現在の方法でどのよ
うに実現されるかを議論する。3.4では数値計算を用いたテストを行う。
3.5では結論を述べる。

3.1 基礎方程式
3.1.1 多重平面のレンズ方程式
N体によるレンズ効果を考える。この時観測者からの角径距離をDi(i =

1, 2, . . . N), D1 ≤ D2 ≤ · · · ≤ DN とする。この場合、N枚のレンズ平面
を考え、それぞれの平面に対し薄いレンズ近似を仮定する [26, 27]。
　全ての曲がり角は小さく、また causticから遠くはなれている。上記の
セットアップは理想化されている。現実の宇宙では、各平面上に単一の
孤立した質量を見つけることは稀である。大角度での質量からの寄与は
概して角度距離の定義の中で考慮されるものとする。言い換えれば、視
線方向に沿った局所質量分布による効果を集中させるということである。
まず最初に、角度変数をアインシュタインリング半径

θE =

√
4GMtot

c2
D1S

D1DS
(3.1)

で規格化する。ここで、最初の平面D1上に総質量を置く。Gは重力定数、
cは光速を表す。Mtotは ΣN

i=1Miとして定義される。D1、DS、D1S はそ
れぞれ観測者から 1番目の質量、観測者から光源、1番目の質量から光源
までの角径距離である。
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　再帰的に多重平面レンズ方程式を書き下すことができる [?, 26]。ベク
トル表記では、2平面レンズ方程式は (3.2)として書き表される。

β = θ −



ν1
θ − l1
|θ − l|2 + ν2d2

θ − νδ2
θ − l1
|θ − l|2 − l2

|θ − νδ2
θ − l1
|θ − l|2 − l2|2



 (3.2)

β、β、l1、l2 はそれぞれ光源の位置、像の位置、1番目、2番目のレン
ズの位置として定義されている。ここで νiは各レンズの質量比であり、
νi ≡ MiM

−1
tot として定義される。d2、δ2はそれぞれ式 (3.3)、(3.4)となる。

d2 ≡
D1D2S

D2D1S
(3.3)

δ2 ≡
DSD12

D2D1S
(3.4)

代数学的処理が完了した時に複素変数を使用すると便利である。複素変
数を用いた形式では、光源、像、レンズの 2次元ベクトルはそれぞれw =

βx + iβy、z = θx + iθy、εi = lix + iliyとして定義される。図 3.1は多重平
面レンズを図示したものである。ここで zは最後に光線をそらす最初の
レンズに対応する複素平面上にある。従って zはレンズ像の方向を表す。
　複素形式を用いることによって、2平面のレンズ方程式は

w = z −




1− ν

z∗
+

νd2

z∗ − ε∗2 −
(1− ν)δ2

z



 (3.5)

と書き換えられる。アスタリスク「＊」は複素共役を表す。また ν1と ν

を消すために恒等式 ν1 + ν2 = 1は ν2を表すことを用いる。注意すべき点
として、複素座標の原点に最初の平面上の質量を置いている。これによ
り ε1 = 0となり、単純に ε≡ε2と定義できる。これは最初の質量に関する
2番目の質量の射影された相対位置である。レンズ方程式は zだけでなく
z∗ も含んでいるため、非解析的である。

3.1.2 反復解
質量比はその定義により 1を超えることはない。これを利用して質量比
を使った展開を作る単純な方法を使用する。恒等式Σiνi = 1を利用する
ことによって νiを消すことができる。　形式解はテイラー級数 (3.6)とし
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Fig. 1. Notation: The source and image positions on complex planes are denoted by w and z,
respectively. Locations of N masses are denoted by εi for i = 1, · · · , N . Here, we assume the
thin lens approximation for each deflector. The angular diameter distances among the observer,
source and each lens object are also defined.

2.2. Iterative solutions
The mass ratio does not exceed the unity by its definition. Therefore, we use a

simple method of making expansions in terms of the mass ratios. One can delete ν1

by noting the identity as
∑

i νi = 1.
Formal solutions are expressed in Taylor series as

z =
∞∑

p2=0

∞∑

p3=0

· · ·
∞∑

pN=0

νp2
2 νp3

3 · · · νpN
N z(p2)(p3)···(pN ), (2.6)

where the coefficients z(p2)(p3)···(pN ) are independent of any νi. What we have to do
is to determine each coefficient z(p2)(p3)···(pN ) iteratively.

At the zeroth order, we always have a single-plane lens equation as the limit
of ν1 → 1 (ν2 = · · · = νN → 0). We have two roots for it. In addition, we have
other roots for a multi-plane lens equation as seeds for our iterative calculations. An
algorithm for finding these solutions is explained in the next section.

Note that the above successive approximation cannot work well in the neighbor-
hood of the caustics, where the mapping becomes singular. Therefore, we focus only
on regular regions except for the singular domains.
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図 3.1: 複素平面上の光源と像の位置はwと zでそれぞれ定義される。N

体レンズは εi(i = 1, · · · )で定義される。ここではそれぞれのレンズ平面
に対し薄いレンズ近似を適用している。観測者と光源、個々のレンズ間
の角径距離は同様に定義される。

て展開される。

z =
∞∑

p2=0

∞∑

p3=0

· · ·
∞∑

pN=0

νp22 ν
p3
3 · · · νpNN z(p2)(p3)···(pN ) (3.6)

係数 z(p2)(p3)···(pN )は νiとは独立である。それぞれの係数 z(p2)(p3)···(pN )を反
復し決定していく。
　 0次では常に極限 ν1 → 1(ν2 = · · · = νN → 0)をとることによって単一
平面のレンズ方程式が得られる。そのための二つの解を持っている。更
に、反復計算のための種となる多重平面レンズ方程式のための他の解を
持っている。これらの解を得るためのアルゴリズムは次の節で説明する。
上記の逐次近似法は写像が特異点となる caustic付近ではうまく働かない
ことに注意する。従って本論文では特異な領域を除いて通常の領域のみ
に注目する。
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3.2 像の位置
3.2.1 2枚のレンズ平面
νの０次では、2平面のレンズ方程式は単純に (3.7)となる。

w = z(0) −
1

z∗(0)
(3.7)

これを書き換えて
z(0)z

∗
(0) − 1 = wz∗(0) (3.8)

とする。左辺が実数であるため右辺も実数でなければならない。w = 0

でない限り、ある実数Aを導入して z(0) = Awと置くことができる。式
(3.8)に z(0) = A2を代入することによって、2次方程式

ww∗A2 − ww∗A− 1 = 0 (3.9)

この式を解くことによって式 (3.10)が得られる。

A =
1

2

(
1±

√
1 +

4

ww∗

)
(3.10)

≡ A±

よって z(0)はA±wで与えられる。特にw = 0では、式 (3.8)は |z(0)| = 1

となる。しかしこれはアインシュタインリングではない。以下ではw = 0

の一般的な場合を仮定する。式 (3.5)の分母に関して、νを係数とした展
開 (3.11)を作る。

zz∗ − ε∗z − (1− ν)δ2 ≡
∞∑

p=0

νpfp (3.11)

形式的に式 (3.12)、(3.13)、(3.14)が与えられる。
f0 = z(0)z

∗
(0) − ε∗z(0) − δ2 (3.12)

f1 = z(0)z
∗
(1) + z(1)z

∗
(0) − ε∗z(1) + δ2 (3.13)

f2 = z(0)z
∗
(2) + z(1)z

∗
(1) + z(2)z

∗
(0) − ε∗z(2) (3.14)

z(0)を A±wとして選ぶことによって、2平面のレンズ方程式のO(ν2)の
項は (3.15)となる。

z(1) + az∗(1) = b1 (3.15)
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aと b1はそれぞれ (3.16)、(3.17)である。

a ≡ 1

(z∗(0))
2

(3.16)

b1 ≡ −
(

1

z∗(0)
− d2

z(0)
f0

)
(3.17)

上記の方程式は z(1)に対し線形である。従ってこの方程式は簡単に解く
ことができ、その解は (3.18)で与えられる。

z(1) =
b1 − ab∗1
1− aa∗

(3.18)

次に、2平面のレンズ方程式のO(ν2)の項は式 (3.19)となる。
z(2) + az∗(2) = b2 (3.19)

b2は (3.20)で定義されている。

b2 = az∗(1) +
a(z∗(1))

2

z∗(0)
+

d2
f0

(
z(1) − z(0)

f1
f0

)
(3.20)

この方程式は z(2)に対し線形である。z(1)と同様に簡単に解くことができ、
その解は (3.21)で与えられる。

z(2) =
b2 − ab∗2
1− aa∗

(3.21)

次にO(ν3)の項について述べる。2平面のレンズ方程式は線形化され (3.22)

となる。
z(3) + az∗(3) = b3 (3.22)

b2は (3.23)で定義されている。

b3 = −
[
a

{
a(z∗(1))

3 −
2z∗(1)z

∗
(2)

z∗(0)
− z∗(2) +

(z∗(1))
2

z∗(0)

}

−d2
f0

{
z(2) − z(1)

f1
f0

+ z(0)

(
−f2
f0

+
f 2
1

f 2
0

)}]
(3.23)

この方程式も今まで同様簡単に解くことができ、その解は (3.24)で与え
られる。

z(3) =
b3 − ab∗3
1− aa∗

(3.24)
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上記では 2平面のレンズ方程式 (3.5)中の最後の項が発散しないというや
や一般的な場合を考慮した。最後の項の分母が消える残りの場合を考え
る。これは式 (3.25)と表される。

zz∗ − (1− ν)δ2 = ε∗z (3.25)

左辺が実数であるから右辺も実数でなければならない。上記の方程式に
z = kεを代入すると 2次方程式 (3.26)が導かれる。

k2 − k − (1− ν)δ2
εε∗

(3.26)

これを解くと解 (3.27)、(3.28)が得られる。

z+ ≡
ε+

√
ε2 + 4ν1δ2ε(ε∗)−1

2
(3.27)

z− ≡
ε−

√
ε2 + 4ν1δ2ε(ε∗)−1

2
(3.28)

これらは有効な繰り込みとして νで展開されない。分母中の展開を回避
する理由は以下の通りである。νの展開が分母の中で行われた場合、レン
ズ方程式中で 3次極 (もしくはそれ以上の極)を見るだろう。これはより
複雑な反復に結びつくだろう。従って、これを回避するために分母は展
開しない。
分母の 0次が単一平面のレンズ方程式のレンズオブジェクトの位置であ
ることに注目すべきである。一方で現在のケースでの０次はレンズポジ
ションではなく平面間のセパレーションによる補正を加えたレンズポジ
ションの近くを表す。
z(0) = z±の特殊な場合を考える。この場合、式 (3.5)の分母に関して z±
周りで展開して式 (3.29)を得る。

zz∗ − ε∗z − (1− ν)δ2 ≡
∞∑

p=0

νpgp (3.29)

形式的に式 (3.30)、(3.31)、(3.32)が得られる。
g0 = z±z

∗
± − ε∗z± − (1− ν)δ2

= 0 (3.30)

g1 = z±z
∗
(1) + z(1)z

∗
± − ε∗z(1) (3.31)

g2 = z±z
∗
(2) + z(1)z

∗
(1) + z(2)z

∗
± − ε∗z(2) (3.32)

gpは zpと z∗p(p = 1, 2, · · · )に対し線形である。νの項が方程式 (3.30)に現
れることに注意する。なぜなら分母は当然 2次方程式として取り扱われ
るからである。
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νの最低次では、レンズ方程式は単純に (3.33)となる。

w = z± − 1

z∗±
− d2

g1
(3.33)

これは z(1) + a±z∗(1) = b±1の形式をとり、直ちに解 (3.34)を与える。

z±(1) =
b±1 − ab∗±1

1− a±a∗±
(3.34)

a±と b±はそれぞれ
a± =

z±
z∗± − ε∗

(3.35)

b±1 = − d2z±

(z∗± − ε∗)(w − z± +
1

z∗±
)

(3.36)

である。次のオーダーでは、複素形式のレンズ方程式は (3.37)となる。

0 = z±(1) + az∗±(1) +
1

z∗±
− d2

g1

(
z±(1) − z±

g2
g1

)
(3.37)

これを解くと解 (3.38)が得られる。

z±(2) =
b±2 − ab∗±2

1− a±a∗±
(3.38)

b±2は

b±2 =− 1

z∗± − ε∗

×



(g1)
2

z±(1) + az∗±(1) +
1

z∗±
−

d2z±(1)

g1
d2z±

+ z±(1)z
∗
±(1)



 (3.39)

同様にして、z(3)が得られる。
表 3.1は反復で得られた数値計算例とそれらの収束を表す。
z(1)は 2枚のレンズ平面間のセパレーションによる効果のオーダー評価を
与える。このような効果は z+と z−による反復表現を含む δ2によって特
徴付けられる。

3.2.2 3枚以上のレンズ平面
2枚のレンズ平面での上記の手続きは任意の枚数の平面でうまく働くよう
には見えない。なぜなら 5次以上の多項式はGaloisによって示されたよ
うに代数学的に解くことができない [29]。
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表 3.1: 2平面レンズによる像の位置の例。ここでは ν1 = 9/10, ν2 =

1/10, ε = 3/2, w = 2, D1/DS = 2/5, D2/Ds = 3/5としている。摂動
法による計算結果 (0th,1st,2nd,3rd)は数値的にレンズ方程式を解いて得
られたもの (Num)と良い一致を示している。同パラメータでレイトレー
シング法 (Ray)は数値を与える。

Image 1 2 3 4

0th 2.414213 -0.424213 1.780776 -0.280776

1st 2.434312 -0.390217 1.731605 -0.276050

2nd 2.430981 -0.388781 1.732327 -0.275043

3rd 2.431474 -0.388781 1.732190 -0.274861

Num 2.431396 -0.388766 1.73220 -0.274833

Ray 2.432 -0.393 1.732 -0.279

しかしながら展開パラメータを持っているため反復法によって単なる像
の位置である根を構築することはできる。単純な例として３平面のレン
ズでの反復法について説明する。3平面のレンズ方程式を書き下すことが
できる。
最初に νの項を無視する。これにより 3平面のレンズ方程式が 2平面のレ
ンズ方程式となる。2平面レンズ方程式の像の位置を示す 4つの関数を構
築するための方法は既に知っている。2平面の場合と似た方法で３平面の
レンズ方程式に摂動像の位置を代入することができる。O(ν3)の補正を加
えた 4つの位置はこのようにして得られる。4つの線形順序根を使うこと
によって、O(ν23)での 4つの像の位置を得ることができる。このように、
再帰的に高いオーダーの根を得ることができる。
他の像の位置は３平面のレンズ方程式の最後の項の分母から来る。分母
は係数は異なるが 2平面のレンズ方程式と同じ形式をとる。従って 4つ
の異なる解を摂動的に構築することができる。これら 4つの根を元に更
なる反復に使用することで、3平面のレンズ方程式を摂動的に満たす 4つ
の根を構築することができる。
よって計 8個の像の位置は摂動的に求められる。この方法は 4平面のレ
ンズシステムでも同様に使うことができる。
最初に 4平面のレンズ方程式の ν4の項を無視する。これにより 4平面の
レンズ方程式は 3平面のレンズ方程式になる。N = 3については、上で
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議論されているように 8個の像が現れる。従って、ν4の項から 8個の像
の位置の反復表現を反復して得ることができる。次に４平面のレンズ方
程式の ν4の項の分母を見る。分母の根の求め方は 3平面のレンズ方程式
の時の方法と基本的に同じである。このようにして 8個以上の根が反復
計算のための種として得られる。光源とレンズパラメータの関数として
計 8 + 8 = 16個の像の位置が摂動的に構築される。
5枚以上の平面での反復法を段階的に行う。これにより光源とレンズの関
数として像の位置が摂動的に得られる。
二つの像は caustic付近では一つに融合する。今回の研究では像が融合し
ない通常の領域のみを考える。従ってレンズ方程式の分母の０は縮退し
ているのではなく別個であるということである。

3.3 N体レンズによる像
　像の位置の明確な表現を求める代わりに、この章では任意の枚数の平
面でのレンズ像を摂動的に実現するための方法を議論する。そのための
ヒントは前の章で表されている。
　N = 2では、摂動的に得られる像の数は 4つである。帰納法によって
少なくとも 2N 個の像が Nレンズ平面にどのように実現されるかを示す
(caustic付近を除く)。
　N = pで少なくとも 2pの像が実現されると仮定する。caustic付近を
議論していないため縮退していないことに注意する。ここですべきこと
は、N = p + 1で少なくとも 2p+1個の像が実現されることを示すことで
ある。
p+1枚のレンズ平面を考える。最初にレンズ方程式の (p+1)番目の質量
項を無視する。これにより方程式はN = pでのそれと同じになる。N = p

という仮定により、(p+ 1)番目の質量項を無視した方程式は最低でも 2p

の根を持つ。
　次に、(p+ 1)番目の質量は新たな摂動源と考えられる。νp+1を備えた
分数の分母は 2pの 0を持つ。この多項式は z及び ∗が混じり合っている
ため因数分解することができないことに注意する。これらの 0次根を種
として同数の像の位置を導く。
　反復法では補助的な解法を除外しないので、合計少なくとも 2p + 2p =

2p+1の根が実現される。帰納法によって、caustic付近を除いた任意のN

の多重平面レンズ方程式では少なくとも 2N 個の像が実現される方法を
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理解した。像の位置を構築する上記の方法は、像の数の不等式 ≤ 2N が
シャープであり、また下限 値が実際に達成されることを意味する。逆に
トレースされた光線がレンズオブジェクトにあたり光源平面に届かない
閉塞点はいくつかの像が閉塞点付近を調査することにより発見されると
いう事実によりその役割を果たす。
最後に、二つ注意点を述べる。最初の注意点は数値計算法 [30]との比較
についてである。現在の方法は像の位置を解析的な表現で与える。これ
には二つのメリットがある。一つは計算時間の短縮、もう一つはパラメー
タの依存性が明らかであること。しかしながら非常に長い表式になると
いうデメリットもある。二つ目の注意点は多重根を作る点である。テイ
ラー法はテイラー級数が収束することを仮定している一方で多重根では
発散する。従って像が融合する場合テイラー法を使って問題を解くこと
は難しいだろう。

3.4 数値計算
ここではテイラー展開法の誤差を調べるために簡単なレイトレーシング
計算を行う。表 3.1はテイラー展開とレイトレーシング、両方の結果が一
致することを示している。特に、イメージNo.2,4は数％ずれているが、イ
メージNo1,3はよく一致していることに注目する。これはイメージNo2,4

に対応する光線がイメージNo1,3と比較してレンズにより近いところを
通過するためである。
次にテイラー展開による計算誤差が増大する横断面や平面間の間隔、質
量比を調査するために様々なレンズパラメータを使ってテストを行う。図
3.2はレンズパラメータを数値的に変化させた時の精度を表す。様々なパ
ラメータでの各イメージの相対誤差は

∆ ≡
∣∣∣∣
zTaylor − zNum

zNum

∣∣∣∣ (3.40)

で定義される。zTaylorはテイラー展開法によって得られた根を、zNumは
レンズ方程式を数値的に解くことによって得られた根を、それぞれ意味
する。∆Maxは（2平面レンズの)4つの像の中で最大の誤差を表す。パラ
メータ値は表 3.1と同じ値を用いる。図に示されるように、テイラー展開
法は広い範囲において精度が高い。しかし場合によってはうまく機能し
ない（例として、質量比が大きい、caustics付近に光源がある等）。
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この計算法の破綻を定量化するために、DMax = 0.01(1%)を閾値とする。
計算法が破綻する横断面の値はおおよそπ×0.22 ∼ 0.1(主要なレンズの方
向付近)、π × 12 ∼ 3(2番目のレンズの方向付近)である。もし閾値が 1%

未満なら二つの断面は合一される。角度はアインシュタイン半径によっ
て規格化されることに注意する。計算法が破綻する質量比の値は 0.3であ
る。レンズ間のセパレーションはどの値でもテイラー展開法は破綻しな
いと思われる。

3.5 結果と考察
この章では光源とレンズパラメータの関数として多重重力レンズによる
像の位置を決定する体系的な試みを行った。結果、caustics付近を除いた、
多重重力レンズ方程式を解くためのテイラー級数展開の方法を示した。
　像の数の下限値はN体レンズでは 2nであるが、今回研究した摂動法で
はそれらの像がどのように表されるかを直接示した (causticsを除く)。

45



Perturbation Theory of Multi-Plane Gravitational Lensing 365

Fig. 2. Numerical tests of the accuracy of the Taylor expansion method with different parameter
values. As a reference model for comparisons, we choose the model parameters as ν1 = 9/10,
ν2 = 1/10, ε = 3/2, w = 2, D1/DS = 2/5, and D2/DS = 3/5, which are the same as those in
Table 1. Top: Mass ratio as ν ≡ ν2 is changed. Middle: Plane separation as D12 is changed.
Note that D12 < 0.6 since D1 = 0.4 (normalized by DS). Bottom: Source position w is changed
along the real axis. In actual calculations, smaller parameter steps are adopted to investigate the
regions near the primary and secondary caustics. The vertical axis denotes the largest relative
error ∆Max of the four images.
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図 3.2: 異なるパラメータでのテイラー展開法の精度の数値テスト。比較の
ための参照モデルとして、モデルパラメータを ν1 = 9/10, ν2 = 1/10, ε =

3/2, w = 2, D1/DS = 2/5, D2/DS = 3/5と選ぶ。上段:質量比 ν ≡ ν2を変
化させたグラフ。中段：レンズ間の距離D12を変化させたグラフ。下段：
光源の位置 wを実軸に沿って変化させたグラフ。また縦軸は 4つの像の
相対誤差∆Maxを意味する。
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第4章 新奇な物質による重力レ
ンズシア

　この章では負の質量等の新奇な物質が引き起こす、凹レンズに類似さ
れる斥力レンズの重力レンズシアについて述べる。

4.1 重力レンズシア
4.1.1 ε > 0の場合
　重力レンズシアについて述べる。まず ε > 0の場合から始める。先程
も述べたが、n > 1の時、物質 (もしくはエネルギー)は新奇である必要
がない。アインシュタインリング半径で規格化されたベクトル形式のレ
ンズ方程式は式 (4.1)、(4.2)と表される。

β̂ = θ̂ − θ̂

θ̂n+1
(θ̂ > 0) (4.1)

β̂ = θ̂ +
θ̂

(−θ̂)n+1
(θ̂ < 0) (4.2)

それぞれの変数は β̂ ≡ β/θE、θ̂ ≡ θ/θE として定義されている。また
θ ≡ b/DLである。β̂と θ̂はこれらの変数のベクトルである。また β̂と θ̂

はそれぞれのベクトルの大きさである。θ̂ > 0では常に像が一つ存在し、
他の像は θ̂に現れる。
　ヤコビ行列Aij ≡ ∂βi/∂θjによって一般的に定義されるレンズシアにつ
いて述べる。簡単な計算によって、θ̂での増光行列は式 (4.3)となる。

Aij =




1− 1

θ̂n+1
+ (n+ 1)

θ̂xθ̂x

θ̂n+3
(n+ 1)

θ̂xθ̂y

θ̂n+3

(n+ 1)
θ̂xθ̂y

θ̂n+3
1− 1

θ̂n+1
+ (n+ 1)

θ̂yθ̂y

θ̂n+3



 (4.3)
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　Aijを対角化する。固有値を λ±と定義する。

Aij =

(
1− κ− γ 0

0 1− κ+ γ

)
≡
(
λ− 0

0 λ+

)
(4.4)

x、y座標はそれぞれ (θ̂i) = (θ̂, 0)、(β̂i) = (β̂, 0)となるように動径、接線
方向を選ぶ。従って動径方向の歪み因子は 1/λ−、接線方向の歪み因子は
1/λ+となる。
　最初に主要な像 (θ̂ > 0)の場合を調べる。式 (4.1)を使うことによって
式 (4.5)、(4.6)が得られる。

λ+ =
β̂

θ̂
= 1− 1

θ̂n+1
(4.5)

λ− =
dβ̂

d̂θ
= 1 +

n

θ̂n+1
(4.6)

式 (4.5)、(4.6)を得るために、いくつかの段階を経る。最初にヤコビ行
列の計算、次に行列の対角化である。注目すべき点として、今回の軸対
称の場合では複雑な計算を行わずに式 (4.5)、(4.6)が得られる点である。
これには座標の選び方も関係している。β̂ と θ̂ の微小変化はそれぞれ
(dθ̂i) = (dθ̂, θ̂dφ)、(dβ̂i) = (dβ̂, β̂dφ)である。φは方位角である。軸対称
のために θ̂、θ̂は方位角に依存しない。これは局所座標中では非対角項が
消えることを意味する。従って式 (4.5)、(4.6)はすぐさま得られる [66]。
　 n > −1の時に限り、λ− > λ+である。従って、主要な像は常に接線方
向に歪む。さらに n=0.5,1,2,3として計算された κ、λ+、λ−をグラフ化し
た図 (4.1)を見ると、これら４つのケースでは λ−は常に λ+より大きい。
コンバージェンス κは n=5では正、n=2,3では負である。シュバルツシ
ルトレンズに対応する n=1では κ = 0となる。
式 (4.5)、(4.6)からコンバージェンスκとシア γはそれぞれ式 (4.7)、(4.8)

となる。
κ = 1− λ+ + λ−

2
=

1− n

2

1

θ̂n+1
(4.7)

γ =
λ+ + λ−

2
= −1 + n

2

1

θ̂n+1
(4.8)

次に 2番目の像について述べる。式 (4.2)を用いると、n > 1のときに限
り λ− > λ+となる。従って 2番目の像も主要な像と同様、接線方向に歪
む。n=2かつ ε > 0での像の歪みを表した図が図 4.2である。これをみる
と接線方向に歪んだ像のペアがあることがわかる。
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Finally, we mention the dependence on the exponent n.
A significantly elongated case such as a giant arc appears
near the Einstein ring (!̂! 1), around which Eqs. (11) and
(12) are expanded as

"þ ¼ ðnþ 1Þð!̂& 1Þ & ðnþ 1Þðnþ 2Þ
2

ð!̂& 1Þ2

þOðð!̂& 1Þ3Þ; (15)

"& ¼ nþ 1& nðnþ 1Þð!̂& 1Þ þOðð!̂& 1Þ2Þ; (16)

where we used the identity !̂ ¼ 1þ ð!̂& 1Þ. The ratio of
the tangential elongation to the radial one (corresponding
to the arc shape) is

"&
"þ

¼ 1

!̂& 1
þ

!
1& n

2

"
þOð!̂& 1Þ: (17)

This suggests that, for the fixed observed lens position !̂,
elongation of images becomes weaker, when n becomes
larger. This dependence on n is true of also the secondary
image.

B. " < 0 case

Let us study the " < 0 case. In the units of the Einstein
ring radius, Eq. (4) is rewritten in the vectorial form as

FIG. 2 (color online). Numerical figures of lensed images for
attractive (" > 0) and repulsive (" < 0) cases. They are denoted
by dashed curves. We take n ¼ 2. The source for each case is
denoted by solid circles, which are located on the horizontal axis
and the vertical one for " < 0 and " > 0, respectively.

FIG. 1 (color online). #, "þ, and "& for " > 0. They are denoted by solid (blue), dotted (purple), and dashed (red) curves,
respectively. The horizontal axis denotes the image position ! in the units of the Einstein radius. Top left: n ¼ 0:5. Top right: n ¼ 1.
Bottom left: n ¼ 2. Bottom right: n ¼ 3.

IZUMI et al. PHYSICAL REVIEW D 88, 024049 (2013)

024049-4

図 4.1: ε > 0での κと λ+、λ−。それぞれ実線 (青)、点線 (紫)、破線 (オ
レンジ)で表されている。横軸はアインシュタインリング半径で規格化さ
れた像の位置 θ。左上：n=0.5　右上：n=1.0　左下：n=2　右下：n=3

最後に指数 nの依存性について述べる。ジャイアントアークのように像
が著しく歪む場合、アインシュタインリングの近くにその像は現れる。こ
の時、式 (4.5)、(4.6)は式 (4.9)、(4.10)として展開される。

λ+ = (n+ 1)(θ̂ − 1)− (n+ 1)(n+ 2)

2
(θ̂ − 1)2 +O((θ̂ − 1)3) (4.9)

λ− = (n+ 1)− n(n+ 1)(θ̂ − 1) +O((θ̂ − 1)2) (4.10)

ここで恒等式 θ̂ = 1 + (θ̂ − 1)を使っている。動径方向の歪みに対する接
線方向の歪みの比率（アークの形状）は式 (4.11)となる。

λ−
λ+

=
1

θ̂ − 1
+
(
1− n

2

)
+O(θ̂ − 1) (4.11)

この式から、像の位置 θ̂を固定すると、像の歪みは nが増大するととも
に小さくなっていくことを表している。

49



Finally, we mention the dependence on the exponent n.
A significantly elongated case such as a giant arc appears
near the Einstein ring (!̂! 1), around which Eqs. (11) and
(12) are expanded as

"þ ¼ ðnþ 1Þð!̂& 1Þ & ðnþ 1Þðnþ 2Þ
2

ð!̂& 1Þ2

þOðð!̂& 1Þ3Þ; (15)

"& ¼ nþ 1& nðnþ 1Þð!̂& 1Þ þOðð!̂& 1Þ2Þ; (16)

where we used the identity !̂ ¼ 1þ ð!̂& 1Þ. The ratio of
the tangential elongation to the radial one (corresponding
to the arc shape) is

"&
"þ

¼ 1

!̂& 1
þ

!
1& n

2

"
þOð!̂& 1Þ: (17)

This suggests that, for the fixed observed lens position !̂,
elongation of images becomes weaker, when n becomes
larger. This dependence on n is true of also the secondary
image.

B. " < 0 case

Let us study the " < 0 case. In the units of the Einstein
ring radius, Eq. (4) is rewritten in the vectorial form as

FIG. 2 (color online). Numerical figures of lensed images for
attractive (" > 0) and repulsive (" < 0) cases. They are denoted
by dashed curves. We take n ¼ 2. The source for each case is
denoted by solid circles, which are located on the horizontal axis
and the vertical one for " < 0 and " > 0, respectively.

FIG. 1 (color online). #, "þ, and "& for " > 0. They are denoted by solid (blue), dotted (purple), and dashed (red) curves,
respectively. The horizontal axis denotes the image position ! in the units of the Einstein radius. Top left: n ¼ 0:5. Top right: n ¼ 1.
Bottom left: n ¼ 2. Bottom right: n ¼ 3.

IZUMI et al. PHYSICAL REVIEW D 88, 024049 (2013)

024049-4

図 4.2: 引力 (ε > 0)と斥力 (ε < 0)、それぞれの場合のレンズイメージの
数値計算。破線で表されている。ここでは n=2としている。光源は実線
の丸で表されている。

4.1.2 ε < 0の場合
　次に ε < 0の場合について述べる。アインシュタインリング半径で規
格化されたベクトル形式のレンズ方程式は式 (4.12)、(4.13)と表される。

β̂ = θ̂ +
θ̂

θ̂n+1
(θ̂ > 0) (4.12)

β̂ = θ̂ +
θ̂

(−θ̂)n+1
(θ̂ < 0) (4.13)

　一般性を損なうことなく β̂ > 0と仮定すると、式 (4.13)は θ̂ < 0を満
たす解を持たず、一方で式 (4.12)は最大でも二つの正の解を持つ。図 4.3

は像の出現パターンは三つあることを示している。像がただ一つだけ現
れるパターンはインパクトパラメータがある特定の値をとったときのみ
である。
インパクトパラメータが大きいパターンでは二つの像がレンズに対し同
じ方向に現れるが、小さいパターンでは像は現れない。単一の像のパター
ンは特定の値となるようにインパクトパラメータの極限をとることによっ
て議論することができるため、二つの像のパターンに注目する。
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!̂ ¼ "̂ þ "̂

!̂nþ1
ð!̂> 0Þ; (18)

!̂ ¼ "̂ þ "̂

ð%!̂Þnþ1
ð!̂< 0Þ: (19)

Without loss of generality, we assume "̂> 0. Then,
Eq. (19) has no root satisfying !̂< 0, while Eq. (18) has
at most two positive roots. Figure 3 shows that there are
three cases of the image number. For a large impact
parameter case, two images appear on the same side with
respect to the lens position, while no image appears for a
small impact parameter. Then only one image appears only
when the impact parameter takes a particular value. Let us
focus on the two image cases, from which the single image
case can be discussed in the limit as the impact parameter
approaches the particular value.
By using Eq. (18), we obtain

#þ ¼ "̂

!̂
¼ 1þ 1

!̂nþ1
; (20)

FIG. 3 (color online). Repulsive lens model (" < 0). Solid
curves denote 1=!̂n and straight lines mean !̂% "̂. Their inter-
sections correspond to image positions that are roots for the lens
equation. There are three cases: No image for a small "̂ (dot-
dashed line), a single image for a particular "̂ (dotted line), and
two images for a large "̂ (dashed line). The two images are on
the same side of the lens object.

FIG. 4 (color online). $, #þ, and #% for " < 0. They are denoted by solid (blue), dotted (purple) and dashed (red) curves,
respectively. The horizontal axis denotes the image position ! in the units of the Einstein radius. Top left: n ¼ 0:5. Top right: n ¼ 1.
Bottom left: n ¼ 2. Bottom right: n ¼ 3.
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図 4.3: 斥力レンズモデル (ε < 0)。実曲線は 1/θ̂nを、直線は θ̂− β̂をそれ
ぞれ表す。二つの線の交点はレンズ方程式の解である像の位置に対応す
る。直線は以下の三種である：β̂が小さくて像が出現しない直線 (鎖線)、
ある特定の β̂では単一の像 (点線)、β̂が大きくて像が二つ出現する直線
(破線)。二つの像はレンズオブジェクトに対し同じ方向に現れる。

　式 (4.12)を使うことによって式 (4.14)、(4.15)を得る。

λ+ =
β̂

θ̂
= 1 +

1

θ̂n+1
(4.14)

λ− =
dβ̂

dθ̂
= 1− n

θ̂n+1
(4.15)

この式は n > −1において λ− < λ+を表す。従って両方の像はいつも動
径方向に歪む。図 4.4は n=0.5,1,2,3の時の κと λ+、λ−を図示したもの
である。
これら４つのケースから、λ+は常に λ−より大きくなる。κは n=0.5で
負となり、n=2,3では正となる。(負の質量を持つ)シュバルツシルトレン
ズに対応する n=1では κ = 0となる。
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図 4.4: ε < 0での κと λ+、λ−。それぞれ実線 (青)、点線 (紫)、破線 (オ
レンジ)で表されている。横軸はアインシュタインリング半径で規格化さ
れた像の位置 θ。左上：n=0.5　右上：n=1.0　左下：n=2　右下：n=3

式 (4.14)、(4.14)はシア (4.16)を与える。

γ =
λ+ − λ−

2
=

1 + n

2

1

θ̂n+1
(4.16)

次に ε > 0の時と同様に指数nの依存性について調べる。ε < 0では像が著
しく歪む場合、(4.15)より θ̂n1/(n+1)にその像は現れる。この時、式 (4.14)、
(4.15)は式 (4.17)、(4.18)として展開される。N = n1/(n+1)として、

λ+ =

(
1 +

1

n

)
− n+ 1

Nn+2
(θ̂ −N) +O((θ̂ −N)2) (4.17)

λ− =
n+ 1

N
(θ̂ −N)− 1

2

(n+ 1)(n+ 2)

N2
(θ̂ −N)2 +O((θ̂ −N)3) (4.18)

ここで恒等式 θ̂ = N + (θ̂ − N)を使っている。接線方向の歪みに対する
動径方向の歪みの比率（アークの形状）は式 (4.19)となる。

λ+
λ−

=
1

Nn

1

θ̂ −N
+

1

2
+O(θ̂ −N) (4.19)

この式から、像の位置 θ̂を固定すると、像の歪みは nが増大するととも
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に小さくなっていくことを表している。
　斥力による重力レンズはボイドのような質量分布を持つ時空構造によっ
て引き起こされるだろう。上記の計算は背景時空が平坦 (ミンコフスキー)

であると仮定している。宇宙論的な状況を考慮する場合、重力ポテンシャ
ルと質量密度はフリードマンルメートル背景時空に基づいた宇宙論的摂動
アプローチ中のスカラー摂動と密度コントラストに対応するだろう [102]。
この宇宙論的な対応では κ < 0となる現在のモデルは、局所質量密度が
宇宙の平均密度以下、もしくは密度コントラストが負となるような、コ
ズミックボイドと呼ばれる低密度領域に対応すると考えられる。その領
域を通過する光に働く重力は、球状のボイドの中心での曲がり角が負で
あるため、斥力 (ε < 0)として解釈されるだろう。従って、コズミックボ
イドは κ < 0かつ ε < 0のケースに相当すると考えられる。宇宙の平均密
度による正のコンバージェンスは宇宙論的距離の中で考慮されることに
注意する。銀河団中と比べボイドの中にはごく少数の銀河しか存在しな
い。従って、トレーサーとして銀河を使用することによりボイド内部の
重力を調査するのは難しいと言える。重力レンズシア観測はボイド研究
をするための一つの手段となるだろう。
　この章を終える前に、レンズの位置を知らずとも接線方向の歪みと動
径方向の歪みが区別できるかについて述べる。普通レンズ天体は銀河の
ような直接視認できるレンズ天体をのぞいて直接観測することはできな
い。特に、この章で議論されたような新奇なレンズモデルはその傾向が
顕著であろう。上記の計算では、2次元座標の原点にレンズオブジェクト
の中心をおいている。結果動径方向と接線方向はうまく決定することが
できる。動径方向に歪んだ像のペア (ε < 0)では、互いに直線上に並んで
存在している。接線方向に歪んだ像のペア (ε > 0)では、互いに平行に並
んで存在している。従って、直列に並んだ像を観測することによって接
線方向と動径方向の歪みを識別することができる。図 4.2をみると動径方
向に歪んだ像のペアを確認できる。

4.2 結果と考察
　この章では修正重力理論やエキゾチック物質、エネルギーから着想を
得た重力レンズモデルを議論した。漸近的平坦かつ静的、球対象な距離
の逆 nべきに依存した時空を使うことによって、弱場近似、薄いレンズ
近似中では、光に対し引力が働くレンズモデルは接線方向の歪みを、一
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方光に対し斥力が働くレンズモデルは動径方向の歪みをそれぞれ発生さ
せることがわかった。
宇宙論と関連づけると、コズミックボイドは κ < 0かつ ε < 0の場合に相
当し、この時像は接線方向ではなく動径方向に歪む。宇宙論シミュレー
ション中の現実的なボイドを伝搬する光を研究することは重要である。な
ぜなら今回用いたモデルは単純な法則に従ったものだからである。

図 4.5: 重力レンズシアのシミュレーション。左：引力型 (ε > 0)レンズ、
右：斥力型 (ε < 0)レンズ
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第5章 新奇な物質によるマイク
ロレンズイメージの光
中心

5.1 マイクロレンズイメージの光中心
5.1.1 光中心
　光中心について述べる。どのような ε > 0, ε < 0でも、像の位置は θ̂1, θ̂2

で定義される。対応する増光率はA1, A2で定義される。一般性を損なわ
ず、θ̂1 > θ̂2とすることができる。質量分布の中心のアナロジーとして、
重力マイクロレンズソースの光分布の重心位置は

θ̂pc =
A1θ̂1 + A1θ̂2

Atot
(5.1)

で与えられる。Atotはトータルの増光率 A1 + A2である。対応するスカ
ラーは θ̂pc ≡ (A1θ̂1 + A2θ̂2)A

−1
tot として定義される。重心がレンズ中心に

対し光源と同じ方向に置かれるとすると、θ̂pcは正となる。
光源位置に対する像の重心の相対的置換は

δ = θ̂pc − β̂ (5.2)

として表される。以下、これを centroid shift と呼ぶ。対応するスカラー
は δθ̂pc ≡ θ̂pc − β̂として定義される。δθ̂pcは θ̂pc > θ̂の時、正である。
レンズと光源軌道の関係を考慮すると、β̂の時間依存性は

β̂ =
√
β̂2
0 + (t− t0)2/t2E (5.3)

と表される。β̂0は光源軌道のインパクトパラメータであり、t0は最近接
時の時間である。光源は等速直線運動すると仮定されている。t0 = 0と
する。rEはアインシュタイン半径を横切る時間で、

tE = RE/vr (5.4)
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によって与えられる。vT は光源と観測者に対するレンズの横断速度であ
る。以下の数値計算では、時間はアインシュタインリング半径を横切る
時間によって規格化されている。
　数値計算図では xy座標を使っている。レンズ中心を座標原点、光源運
動の方向を x軸、それとは垂直の方向を y軸としている。

5.1.2 数値計算: ε > 0の場合
　 ε > 0の数値計算結果について述べる。図5.1は ε > 0, β̂0 = 0.3, 3.0の時
の像の光中心の軌道を表している。図5.2は光中心の残差を表している。一
例として、β̂0 = 0.3では新奇なレンズモデルによる光中心の残差の垂直成
分の最大値は、それぞれ 0.2(n = 0.5), 0.14(n = 1), 0.07(n = 3), 0.02(n =

10)である。β̂0 = 3.0では、0.5(n = 0.5), 0.3(n = 1),−0.01(n = 3),−0.02(n =

10)となる。これはつまり、大きなnの新奇なモデルによるレンズはSchwarz-

schildレンズ (n = 1)よりも相対的に弱くなることを示している。大きな
nでは光中心の変位が押さえられる。これは曲がり角が距離の逆 nベキに
依存するためである。

β̂ ¼ θ̂ − θ̂

ð−θ̂Þnþ1
ðθ̂ < 0Þ; (9)

where we normalize β̂≡ β=θE and θ̂≡ θ=θE for the
angular position of the image θ≡ b=DL, and β̂ and θ̂
denote the corresponding vectors. There is always
one image for θ̂ > 0, while the other image appears for
θ̂ < 0 [34].

D. Modified lens equation: ε < 0 case

Next, let us mention the ε < 0 case [42]. In the units of
the Einstein ring radius, Eq. (4) is rewritten in the vectorial
form as

β̂ ¼ θ̂þ θ̂

θ̂nþ1
ðθ̂ > 0Þ; (10)

β̂ ¼ θ̂þ θ̂

ð−θ̂Þnþ1
ðθ̂ < 0Þ: (11)

Without loss of generality, we assume β̂ > 0. Then,
Eq. (11) has no root satisfying θ̂ < 0, while Eq. (10) has

FIG. 1 (color online). Repulsive lens model (ε < 0). Solid
curves denote 1=θ̂n, and straight lines mean θ̂ − β̂. Their
intersections correspond to image positions that are roots for
the lens equation. There are three cases: no image for a small β̂
(dotted-dashed line), a single image for a particular β̂ (dotted
line), and two images for a large β̂ (dashed line). The two images
are on the same side of the lens object.

FIG. 2. Centroid motions as ðθ̂pc;x; θ̂pc;yÞ for ε > 0 (convex-type attractive models). The solid and dashed curves correspond to β̂0 ¼ 3
and β̂0 ¼ 0.3, respectively. The horizontal axis along the source linear motion is θ̂pc;x, and the vertical axis is θ̂pc;y. Top left: n ¼ 0.5 Top
right: n ¼ 1. Bottom left: n ¼ 3. Bottom right: n ¼ 10.
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図 5.1: ε > 0(凸型引力モデル)での光中心の軌道。実線と破線はそれぞ
れ β̂0 = 3, β̂0 = 0.3に対応する。光源の直線運動にそった横軸は θ̂pc,x、縦
軸は θ̂pc,yである。左上:n = 1、右上:n = 2、左下:n = 3、右下 n = 10。
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at most two positive roots. Figure 1 shows that there are
three cases of the image number. For a large impact
parameter case, two images appear on the same side with
respect to the lens position, while no image appears for a
small impact parameter. The only one image appears only
when the impact parameter takes a critical value. Let us
focus on the two image cases, from which the single image
case can be discussed in the limit as the impact parameter
approaches the particular value.

III. MICROLENSED IMAGE CENTROID

A. Image centroid

Let us study the microlensed image centroid motions.
In any case of ε > 0 and ε < 0, the image positions are
denoted by θ̂1 and θ̂2, and the corresponding amplification
factors are denoted by A1 and A2. Without loss of general-
ity, we take θ̂1 > θ̂2. In analogy with the center of the mass
distribution, the centroid position of the light distribution of
a gravitationally microlensed source is given by

θ̂pc ¼
A1θ̂1 þ A2θ̂2

Atot
; (12)

where Atot denotes the total amplification as A1þA2. The
corresponding scalar is defined as θ̂pc≡ðA1θ̂1þA2θ̂2ÞA−1

tot .
Note that θ̂pc is positive, when the centroid is located on the
same side of the source with respect to the lens center.

FIG. 3. Centroid shifts δθ̂pc for ε > 0 (convex-type attractive models). The solid and dashed curves correspond to β̂0 ¼ 3 and
β̂0 ¼ 0.3, respectively. The horizontal axis along the source velocity is δθ̂pc;x, and the vertical axis is δθ̂pc;y. Top left: n ¼ 0.5 Top right:
n ¼ 1. Bottom left: n ¼ 3. Bottom right: n ¼ 10.

FIG. 4. Image centroid θ̂pc and β̂ for ε > 0 (convex-type
attractive models). The dotted-dashed, solid, dashed, and dotted
curves denote n ¼ 0.5, 1, 3, and 10, respectively. The horizontal
axis denotes the source position β̂ normalized by the Einstein
radius, and the vertical axis denotes θ̂pc.
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図 5.2: ε > 0(凸型引力モデル)での光中心の残差 δθ̂pc。実線と破線はそれ
ぞれ β̂0 = 3, β̂0 = 0.3に対応する。光源の直線運動にそった横軸は δθ̂pc,x、
縦軸は δθ̂pc,yである。左上:n = 1、右上:n = 2、左下:n = 3、右下n = 10。

他の特徴は n > 2では軌道が蝶結びの形になることである。このような
複雑な軌道は天文観測での新奇なレンズの証拠になるだろう。インパク
トパラメータが大きくなるところではこの軌道は消えるだろう。これは
部分的にA2が n = 1の場合と比較して大きくなるからである。
　光中心と光源が一致するのは、シュバルツシルトの場合だと無限遠で
ある。

5.1.3 数値計算 ε < 0 case

　次に ε < 0の数値計算結果について述べる。図 5.5は ε < 0モデルの光
中心を図示したものである。ε < 0モデルのレンズでは βが小さいところ
で像が現れないために、曲線が消えていることに注意する。そのような
特定のイベントは天文学では食として解釈されてしまうだろう。
図 (5.6)は ε < 0モデルの光中心の残差である。ε > 0モデルとは違って
蝶ネクタイ型は現れない。光中心の残差はこのモデルで働く力が斥力で
あるため常に負であることに注意する。レンズ天体が目に見えない場合、
負の残差と正の残差を区別するのは難しいであろう。
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図 5.3: ε > 0(凸タイプ引力モデル)での光中心 δ̂pc, β̂。鎖線、実線、破線、
点線はそれぞれ n = 0.5, 1, 3, 10に対応する。横軸はアインシュタイン半
径で規格化された光源の位置 β̂、縦軸は θ̂pcである。
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図 5.4: ε > 0(凸タイプ引力モデル)での光中心の残差 δβ̂pc, β̂。鎖線、実
線、破線、点線はそれぞれn = 0.5, 1, 3, 10に対応する。横軸はアインシュ
タイン半径で規格化された光源の位置 β̂、縦軸は δθ̂pcである。
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　斥力モデルの光中心の残差の軌道は図 5.6で図示されている通り光源の
移動方向に対し垂直に延びる。一方 Schwarzschildレンズのような引力モ
デルの軌道は図 5.4で図示されている通り楕円に変形する。図 5.4と 5.6

は各 n及び β̂0の斥力モデルによる光中心の残差が対応する ε > 0のそれ
と同等であることを示す。

The relative displacement of the image centroid with
respect to the source position is written as

δθ̂pc ¼ θ̂pc − β̂: (13)

Henceforth, this is referred to as the centroid shift. The
corresponding scalar is defined as δθ̂pc ≡ θ̂pc − β̂. δθ̂pc is
positive when θ̂pc is larger than β̂.
By taking account of the relation between the lens and

source trajectory in the sky, the time dependence of β̂ is
written as

β̂ðtÞ ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
β̂20 þ ðt − t0Þ2=tE2

q
; (14)

where β̂0 is the impact parameter of the source trajectory
and t0 is the time of closest approach. Here, the source is
assumed to be in uniform linear motion. We choose t0 ¼ 0.
tE is the Einstein radius crossing time given by

tE ¼ RE=vT; (15)

where vT is the transverse velocity of the lens relative to the
source and observer. In the following numerical computa-
tions, time is normalized by the Einstein ring radius
crossing time.
In making numerical figures, we employ x − y coordi-

nates, such that the coordinate origin is chosen as the lens
center, the x axis is taken along the direction of the source

FIG. 5. Image centroid shift δθ̂pc and β̂ for ε > 0 (convex-type
attractive models). The dotted-dashed, solid, dashed, and dotted
curves denote n ¼ 0.5, 1, 3, and 10, respectively. The horizontal
axis denotes the source position β̂ normalized by the Einstein
radius, and the vertical axis denotes δθ̂pc.

FIG. 6. Centroid motions as ðθ̂pc;x; θ̂pc;yÞ for ε < 0 (repulsive models). The solid and dashed curves correspond to β̂0 ¼ 3
and β̂0 ¼ 0.3, respectively. The horizontal axis along the source linear motion is θ̂pc;x, and the vertical axis is θ̂pc;y. The dashed
curves do not exist for small β̂, where no images appear. Top left: n ¼ 0.5 Top right: n ¼ 1. Bottom left: n ¼ 3. Bottom right: n ¼ 10.
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図 5.5: ε < 0(凹型斥力モデル)での光中心の軌道。実線と破線はそれぞ
れ β̂0 = 3, β̂0 = 0.3に対応する。光源の直線運動にそった横軸は θ̂pc,x、縦
軸は θ̂pc,yである。破線は β̂の小さいところでは現れない。これはその範
囲では像が現れないためである。左上:n = 1、右上:n = 2、左下:n = 3、
右下 n = 10。

5.1.4 パラメータ概算
　アインシュタインリング半径の定義式

θE =

(
ε̄DLS

DSDn
L

) 1
n+1

(θ > 0)

θE =

(
|ε̄|DLS

DSDn
L

) 1
n+1

(θ < 0)
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motion, and the y axis is perpendicular to the source
motion.

B. Numerical computations: ε > 0 case

Let us begin with the ε > 0 case. See Fig. 2 for the image
centroid trajectories by ε > 0 models for β̂0 ¼ 0.3 and 3.
Figure 3 shows the image centroid shift by the ε > 0
models. For β̂0 ¼ 0.3, for instance, the maximum vertical
shift of the image centroid position by the exotic lens
models is 0.2ðn ¼ 0.5Þ, 0.14ðn ¼ 1Þ, 0.07ðn ¼ 3Þ, and
0.02ðn ¼ 10Þ in the units of the Einstein ring radius,
respectively. For β̂0 ¼ 3, it is nearly 0.5ðn ¼ 0.5Þ,
0.3ðn ¼ 1Þ, −0.01ðn ¼ 3Þ, and −0.02ðn ¼ 10Þ. These
results suggest that the astrometric lensing by the exotic
models with large n is relatively weak compared with that
by the Schwarzschild one (n ¼ 1). In the weak-field region,
one can understand the suppression of the anomalous shift
of the image centroid position for large n because the
bending angle by the large n models is proportional to the
inverse impact parameter to the power of n, whereas that by
the Schwarzschild lens depends on the inverse impact
parameter.

A distinctive feature is that in ε > 0 and n > 2 cases bow
knots might be added into the centroid shift trajectory,
while the trajectory is known to be an ellipse for the n ¼ 1
case [43,47] and to be oval for n ¼ 2 [20]. Such a multiply
connected shape of the centroid shift orbit would be an
evidence of the corresponding exotic lens in astrometric
observations. Figure 3 shows the bow-tie shape might
disappear when the impact parameter becomes sufficiently
large, for instance β̂ ∼ 3. For ε > 0 and n ¼ 3, the centroid
shift could be negative for the β̂0 ¼ 3 case. This is partly
because A2 becomes large compared with the n ¼ 1 case.
At the center of the bow tie in the centroid shift, the

image centroid position is the same as the intrinsic
(unlensed) source position. At which time (and the corre-
sponding source position) does the image centroid position
agree with the source position? For a Schwarzschild lens,
the image centroid position agrees with the source position
only at t ¼ $∞, namely, β ¼ ∞. To study this coincidence
time (and source position), it is convenient to use Fig. 4 for
θ̂pc and β̂ and Fig. 5 for δθ̂pc and β̂. Roughly speaking, the
coincidence occurs at β̂ ∼ 1–3, namely, a few times the
Einstein crossing time. This time scale might be used for
applications to observations.

FIG. 7. Centroid shifts δθ̂pc for ε < 0 (concave-type repulsive models). The solid and dashed curves correspond to β̂0 ¼ 3 and
β̂0 ¼ 0.3, respectively. The horizontal axis along the source velocity is δθ̂pc;x, and the vertical axis is δθ̂pc;y. The dashed curves are not
closed because no images appear for small β̂. Top left: n ¼ 0.5 Top right: n ¼ 1. Bottom left: n ¼ 3. Bottom right: n ¼ 10.

MICROLENSED IMAGE CENTROID MOTIONS BY AN … PHYSICAL REVIEW D 89, 084020 (2014)

084020-7

motion, and the y axis is perpendicular to the source
motion.

B. Numerical computations: ε > 0 case

Let us begin with the ε > 0 case. See Fig. 2 for the image
centroid trajectories by ε > 0 models for β̂0 ¼ 0.3 and 3.
Figure 3 shows the image centroid shift by the ε > 0
models. For β̂0 ¼ 0.3, for instance, the maximum vertical
shift of the image centroid position by the exotic lens
models is 0.2ðn ¼ 0.5Þ, 0.14ðn ¼ 1Þ, 0.07ðn ¼ 3Þ, and
0.02ðn ¼ 10Þ in the units of the Einstein ring radius,
respectively. For β̂0 ¼ 3, it is nearly 0.5ðn ¼ 0.5Þ,
0.3ðn ¼ 1Þ, −0.01ðn ¼ 3Þ, and −0.02ðn ¼ 10Þ. These
results suggest that the astrometric lensing by the exotic
models with large n is relatively weak compared with that
by the Schwarzschild one (n ¼ 1). In the weak-field region,
one can understand the suppression of the anomalous shift
of the image centroid position for large n because the
bending angle by the large n models is proportional to the
inverse impact parameter to the power of n, whereas that by
the Schwarzschild lens depends on the inverse impact
parameter.

A distinctive feature is that in ε > 0 and n > 2 cases bow
knots might be added into the centroid shift trajectory,
while the trajectory is known to be an ellipse for the n ¼ 1
case [43,47] and to be oval for n ¼ 2 [20]. Such a multiply
connected shape of the centroid shift orbit would be an
evidence of the corresponding exotic lens in astrometric
observations. Figure 3 shows the bow-tie shape might
disappear when the impact parameter becomes sufficiently
large, for instance β̂ ∼ 3. For ε > 0 and n ¼ 3, the centroid
shift could be negative for the β̂0 ¼ 3 case. This is partly
because A2 becomes large compared with the n ¼ 1 case.
At the center of the bow tie in the centroid shift, the

image centroid position is the same as the intrinsic
(unlensed) source position. At which time (and the corre-
sponding source position) does the image centroid position
agree with the source position? For a Schwarzschild lens,
the image centroid position agrees with the source position
only at t ¼ $∞, namely, β ¼ ∞. To study this coincidence
time (and source position), it is convenient to use Fig. 4 for
θ̂pc and β̂ and Fig. 5 for δθ̂pc and β̂. Roughly speaking, the
coincidence occurs at β̂ ∼ 1–3, namely, a few times the
Einstein crossing time. This time scale might be used for
applications to observations.

FIG. 7. Centroid shifts δθ̂pc for ε < 0 (concave-type repulsive models). The solid and dashed curves correspond to β̂0 ¼ 3 and
β̂0 ¼ 0.3, respectively. The horizontal axis along the source velocity is δθ̂pc;x, and the vertical axis is δθ̂pc;y. The dashed curves are not
closed because no images appear for small β̂. Top left: n ¼ 0.5 Top right: n ¼ 1. Bottom left: n ¼ 3. Bottom right: n ¼ 10.

MICROLENSED IMAGE CENTROID MOTIONS BY AN … PHYSICAL REVIEW D 89, 084020 (2014)

084020-7

motion, and the y axis is perpendicular to the source
motion.

B. Numerical computations: ε > 0 case

Let us begin with the ε > 0 case. See Fig. 2 for the image
centroid trajectories by ε > 0 models for β̂0 ¼ 0.3 and 3.
Figure 3 shows the image centroid shift by the ε > 0
models. For β̂0 ¼ 0.3, for instance, the maximum vertical
shift of the image centroid position by the exotic lens
models is 0.2ðn ¼ 0.5Þ, 0.14ðn ¼ 1Þ, 0.07ðn ¼ 3Þ, and
0.02ðn ¼ 10Þ in the units of the Einstein ring radius,
respectively. For β̂0 ¼ 3, it is nearly 0.5ðn ¼ 0.5Þ,
0.3ðn ¼ 1Þ, −0.01ðn ¼ 3Þ, and −0.02ðn ¼ 10Þ. These
results suggest that the astrometric lensing by the exotic
models with large n is relatively weak compared with that
by the Schwarzschild one (n ¼ 1). In the weak-field region,
one can understand the suppression of the anomalous shift
of the image centroid position for large n because the
bending angle by the large n models is proportional to the
inverse impact parameter to the power of n, whereas that by
the Schwarzschild lens depends on the inverse impact
parameter.

A distinctive feature is that in ε > 0 and n > 2 cases bow
knots might be added into the centroid shift trajectory,
while the trajectory is known to be an ellipse for the n ¼ 1
case [43,47] and to be oval for n ¼ 2 [20]. Such a multiply
connected shape of the centroid shift orbit would be an
evidence of the corresponding exotic lens in astrometric
observations. Figure 3 shows the bow-tie shape might
disappear when the impact parameter becomes sufficiently
large, for instance β̂ ∼ 3. For ε > 0 and n ¼ 3, the centroid
shift could be negative for the β̂0 ¼ 3 case. This is partly
because A2 becomes large compared with the n ¼ 1 case.
At the center of the bow tie in the centroid shift, the

image centroid position is the same as the intrinsic
(unlensed) source position. At which time (and the corre-
sponding source position) does the image centroid position
agree with the source position? For a Schwarzschild lens,
the image centroid position agrees with the source position
only at t ¼ $∞, namely, β ¼ ∞. To study this coincidence
time (and source position), it is convenient to use Fig. 4 for
θ̂pc and β̂ and Fig. 5 for δθ̂pc and β̂. Roughly speaking, the
coincidence occurs at β̂ ∼ 1–3, namely, a few times the
Einstein crossing time. This time scale might be used for
applications to observations.

FIG. 7. Centroid shifts δθ̂pc for ε < 0 (concave-type repulsive models). The solid and dashed curves correspond to β̂0 ¼ 3 and
β̂0 ¼ 0.3, respectively. The horizontal axis along the source velocity is δθ̂pc;x, and the vertical axis is δθ̂pc;y. The dashed curves are not
closed because no images appear for small β̂. Top left: n ¼ 0.5 Top right: n ¼ 1. Bottom left: n ¼ 3. Bottom right: n ¼ 10.
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only at t ¼ $∞, namely, β ¼ ∞. To study this coincidence
time (and source position), it is convenient to use Fig. 4 for
θ̂pc and β̂ and Fig. 5 for δθ̂pc and β̂. Roughly speaking, the
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closed because no images appear for small β̂. Top left: n ¼ 0.5 Top right: n ¼ 1. Bottom left: n ¼ 3. Bottom right: n ¼ 10.

MICROLENSED IMAGE CENTROID MOTIONS BY AN … PHYSICAL REVIEW D 89, 084020 (2014)

084020-7

図 5.6: ε < 0(凹型斥力モデル)での光中心の残差 δθ̂pc。実線と破線はそれ
ぞれ β̂0 = 3, β̂0 = 0.3に対応する。光源の直線運動にそった横軸は δθ̂pc,x、
縦軸は δθ̂pc,y である。破線は β̂ の小さいところでは閉じていない。これ
はその範囲では像が現れないためである。左上:n = 1、右上:n = 2、左
下:n = 3、右下 n = 10。
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より、
|ε̄|
Rn

E

=
DSRE

DLSDL

=
DSθE
DLS

(5.5)

DL, DS, DLS, RE = DLθEは観測可能量、ε̄, nはモデルパラメータである。
ε̄/Rn

Eは曲がり角の典型的なサイズと同等である。
　 (5.5)の右辺は観測可能量であり無次元量である。従って、(5.5)は観
測から |ε̄|/Rn

Eを研究することを可能にする。表 5.1,5.2はバルジと LMC

レンズのアインシュタイン半径と横断時間、モデルパラメータの表であ
る。Gaiaや JASMINE等の天文宇宙ミッションはマイクロアークセカン
ド程度の精度 (RE > 10−11[km])を持っていることが期待されている。
ミッション年数は大雑把に数年程度である。このことから表 5.1は制限
|ε̄|/Rn

E < 10−7(Bulge)を、表 5.2は制限 |ε̄|/Rn
E < 10−8(LMC)を与える。

結果として制限は 10−11 < |ε̄|/Rn
E < 10−7で与えられる。

大きな nのモデルの光中心の残差は複雑な曲線を描く。数値計算より ε >

0, n > 2のモデルは蝶ネクタイ型である。図 5.7は n = 2.0, 2.1, 2.2, 2.3の
数値計算結果である。この図より蝶ネクタイ型は n > 2で現れることが
わかる。様々なパラメータ値の数値計算より、ループと結び目の最大値
はそれぞれ 3と 1である。

5.2 結果と考察
　この章では新奇な物質・エネルギーや修正重力理論に基づいた距離の
逆 nベキ時空による重力レンズモデルの光中心とその残差を求めた。nが
大きくなると光中心の残差は蝶ネクタイのような曲線を描く。
　蝶ネクタイ型のような特徴的な形は天文観測での局所的なダークマター
エネルギー、マターの探査（もしくは制限）の為に使用されるだろう。Gaia

や JASMINE等の天文宇宙ミッションは、ミッション年数を数年程度と仮
定した時、マイクロアークセカンド程度の精度 (10−11 < |ε̄|/Rn

E < 10−7)

を持っていることが期待されている。凹面タイプの斥力モデルでの光中
心は光源の運動方向とは垂直に歪む。一方 Schwarzschildのような凸面タ
イプのモデルでは接線方向に歪む。有効な力が斥力であるため斥力モデ
ルによる光中心は常に負である。目に見えないレンズオブジェクトにつ
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表 5.1: BulgeとLMCのレンズのアインシュタイン半径とモデルパラメー
タ。θEはアインシュタイン半径角、REはアインシュタイン半径、ε̄, nは
モデルパラメータ。BulgeではDS = 8kpc,DL = 4kpc、LMCではDS =

50kpc,DL = 25kpc。

Bulge LMC

θE(mas) RE(km) ε̄
Rn

E
RE(km) ε̄

Rn
E

10−3 6.0×105 1.0×10−11 3.7×106 1.0×10−11

10−2 6.0×106 1.0×10−10 3.7×107 1.0×10−10

10−1 6.0×107 1.0×10−9 3.7×108 1.0×10−9

1 6.0×108 1.0×10−8 3.7×109 1.0×10−8

10 6.0×109 1.0×10−7 3.7×1010 1.0×10−7

102 6.0×1010 1.0×10−6 3.7×1011 1.0×10−6

103 6.0×1011 1.0×10−5 3.7×1012 1.0×10−5

表 5.2: Bulge及びLMCレンズでのアインシュタイン半径横断時間。tEは
アインシュタイン半径横断時間。Bulgeの場合、DS = 8kpc,DL = 4kpc、
LMCの場合、DS = 50kpc,DL = 25kpc。速度 vT は 220km/s。この表
ではアインシュタイン半径はアインシュタイン半径横断時間の定義から
RE = vT × tEとして計算される。

tE(day) RE(km) ε̄
Rn

E
[Bulge] ε̄

Rn
E
[LMC]

10−3 1.9×104 3.1×10−13 5.0×10−14

10−2 1.9×105 3.1×10−12 5.0×10−13

10−1 1.9×106 3.1×10−11 5.0×10−12

1 1.9×107 3.1×10−10 5.0×10−11

10 1.9×108 3.1×10−9 5.0×10−10

102 1.9×109 3.1×10−8 5.0×10−9

103 1.9×1010 3.1×10−7 5.0×10−8
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図 5.7: ε > 0(凸タイプ斥力モデル)での光中心 δθ̂pc, β̂。実線、鎖線、破線、
点線はそれぞれ n = 2.0, 2.1, 2.2, 2.3に対応する。横軸はアインシュタイ
ン半径で規格化された光源の位置 β̂、縦軸は δθ̂pcである。上：β̂ ∈ [0, 10]。
下：β̂ ∈ [100, 200]

いては負の光中心は正の光中心とはほとんど区別できない。このことに
より、位置天文学では斥力モデルを調査するのは比較的難しいだろう。
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第6章 重力凹レンズによる光の
負の時間の遅れ

　ここでは重力凹レンズによる光の到達時間の遅れについて述べる。時
間の遅れによるパルサータイミングの変化についても同様である。結果
としてまず、時間の遅れの符号と曲がり角の符号は同じであることを示
す。また時間の遅れはパラメータ nの増加に伴い減少する。さらに、銀
河中で観測可能なパルータイミングのパラメータ範囲について議論する。
　

6.1 時間の遅れとパルス周波数変移
6.1.1 光のシグナルの時間の遅れ
ds2 = 0を光のシグナルに適用することによって、軌道方程式は(

dr

dt

)2

=
(
1− ε1

rn

)(
1 +

ε2
rn

)[
1− b2

r2

(
1− ε1

rn

)]
+O(ε21, ε

2
2, ε1, ε2)

(6.1)

として与えられる。インパクトパラメータ bは最近接距離 r0と

b2 =
r20

1− ε1
rn0

(6.2)

として関連づけられる。光源 (S)からレシーバー (R)までの光子の飛行時
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間は
t(S → R) ≡

∫ rR

rS

dt

=

∫ rR

rS

(
1− r20

r2

)

1−
r20
r2

ε1
rn0

(
1− rn0

rn

)

1− r20
r2

− ε̃

rn





−
1

2
dr

+O(ε21, ε
2
2, ε1, ε2) (6.3)

となる。ここで ε̃ ≡ ε1 + ε2である。光子の経路については図 6.1を参照
する。

n > 1, or if ε < 0 and n < 1, the effective surface mass
density of the lens object is interpreted as negative in the
framework of the standard lens theory [37]. For these two
cases, the matter (and energy) need to be exotic. If ε < 0
and n > 1, or if ε > 0 and n < 1, on the other hand, the
convergence is positive almost everywhere except for the
central singularity and hence exotic matter (and energy) are
not required in the framework of the standard lens theory, in
spite of the gravitational repulsion on light rays. Note that
convex lenses (ε > 0) and concave ones (ε < 0) in the above
two-parameter models do not have a one-to-one correspon-
dence to positive convergence κ > 0 and negative one κ < 0.
Investigating the source of the metric in alternative theories
of gravity, higher dimensions, and so on is beyond the scope
of the present paper. It will be left as a future work.

III. TIME DELAY AND FREQUENCY SHIFT

A. Time delay of a light signal

By using ds2 ¼ 0 for a light signal, we obtain the orbit
equation as
!
dr
dt

"
2

¼
!
1 − ε1

rn

"!
1 − ε2

rn

"#
1 − b2

r2

!
1 − ε1

rn

"$

þOðε21; ε22; ε1ε2Þ; ð4Þ

where the impact parameter b is related with the closest
approach r0 as

b2 ¼ r20
1 − ε1

rn0

: ð5Þ

The time of flight of a photon from the source (denoted by
S) to the receiver (denoted by R) becomes

tðS → RÞ≡
Z

rR

rS
dt ¼

Z
rR

rS

!
1 −

r20
r2

"−1
2

×

 
1 −

r20
r2

ε1
rn0
ð1 − rn0

rnÞ

1 − r20
r2

−
~ε
rn

!−1
2

dr

þOðε21; ε22; ε1ε2Þ; ð6Þ

where we define ~ε≡ ε1 þ ε2. See Fig. 2 for the photon path.

Subtracting the time in the flat spacetime from it
provides the time delay at the linear order as

δt ¼ 1

rn−10

Z
ΨR

ΨS

!
ε1ð1 − cosnΨÞ

sin2Ψ
þ ~εcosn−2Ψ

"
dΨ; ð7Þ

where ΨR and ΨS correspond to the direction from the lens
to the receiver and that to the source of light, respectively.
For general n, the integral in Eq. (7) is not always

expressed in terms of elementary functions. Hence, numeri-
cal computations are required for Eq. (7). If n is an integer,
however, the integration of powers of trigonometric func-
tions can be done [41]. For n ¼ 1, Eq. (7) becomes

δt1 ¼ ε1

#
rR
xR

þ rS
xS

−
!
r0
xR

þ r0
xS

"$

þ ~ε

#
2 ln

ðrR þ xRÞðrS þ xSÞ
r20

$
; ð8Þ

which agrees with the Shapiro delay formula if ε1 ¼ ε2
equals to Schwarzschild radius. Here, we define xR ≡ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
r2R − r20

p
and xS ≡

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
r2S − r20

p
.

For n ¼ 2, we obtain

δt2 ¼
ε1 þ ~ε
r0

!
arccos

r0
rR

þ arccos
r0
rS

"
: ð9Þ

Next, we consider the case of an even integer (n ¼ 2p),
where p is a positive integer. Then we obtain

δt2p ¼ ε1
cr2p−10

&
− cotΨR þ cos2pþ1ΨR

sinΨR
þ ð2p − 1Þ!!
ð2p − 2Þ!!

sinΨR

Xp−1

r¼0

ð2p − 2r − 2Þ!!
ð2p − 2r − 1Þ!!

cos2p−2r−1ΨR þ ð2p − 1Þ!!
ð2p − 2Þ!!

ΨR

þ cotΨS −
cos2pþ1ΨS

sinΨS
−
ð2p − 1Þ!!
ð2p − 2Þ!!

sinΨS

Xp−1

r¼0

ð2p − 2r − 2Þ!!
ð2p − 2r − 1Þ!!

cos2p−2r−1ΨS−
ð2p − 1Þ!!
ð2p − 2Þ!!

ΨS

'

þ
~ε

cr2p−10

&
ð2p − 3Þ!!
ð2p − 2Þ!!

sinΨR

Xp−2

r¼0

ð2p − 2r − 4Þ!!
ð2p − 2r − 3Þ!!

cos2p−2r−3ΨR þ ð2p − 3Þ!!
ð2p − 2Þ!!

ΨR

−
ð2p − 3Þ!!
ð2p − 2Þ!!

sinΨS

Xp−2

r¼0

ð2p − 2r − 4Þ!!
ð2p − 2r − 3Þ!!

cos2p−2r−3ΨS −
ð2p − 3Þ!!
ð2p − 2Þ!!

ΨS

'
; ð10Þ

FIG. 2. Schematic figure for a configuration of the source
(emitter) of a signal of light, the receiver of the signal, and the
lens. They are denoted by S, R, and L, respectively. The angles
corresponding to the source and the receiver are denoted by ΨS
and ΨR.
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図 6.1: 信号を発する光源と信号を受け取る観測者、レンズの配置の概略
図。それぞれ S,R,Lで表されている。光源と観測者に対応する角度はそ
れぞれΨS,ΨRに対応する。

その飛行時間から平坦時空の時間を引くことによって時間の遅れは

δt =
1

rn−1
0

∫ ΨR

ΨS

(
ε1(1− cosn Ψ)

sin2Ψ
+ ε̃ cosn−2Ψ

)
dΨ (6.4)

として与えられる。ΨRとΨSはそれぞれ、レンズからレシーバーへの方
向、レンズから光源への方向に対応する。一般の nでは式 6.4の積分は
必ずしも初等関数で表されるとは限らない。従って数値計算が必要とな
る。しかしながら nが整数である場合、三角関数のベキの積分は可能で
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ある [91]。n = 1では式 (6.4)は

δt1 = ε1

[
rR
χR

+
rS
χS

−
(

r0
χR

+
r0
χS

)]
+ ε̃

[
2 ln

(rR + χR)(rS + χS)

r20

]

(6.5)

となる。これは Schwarzschild時空に等しい ε1 = ε2となる場合シャピロ
の遅れの公式と一致する。ここで xR ≡

√
r2R − r20, xS ≡

√
r2S − r20 であ

る。n = 2では

δt2 =
ε1 + ε̃

r0

(
arccos

r0
rR

+ arccos
r0
rS

)
(6.6)

として与えられる。次に nが偶数の場合 (n = 2p)を考える。pは正の整
数である。この時

δt2p =
ε1

r2p−1
0

{
− cotΨR +

cos2p+1 ΨR

sinΨR

+
(2p− 1)!!

(2p− 2)!!
sinΨR

P−1∑

r=0

(2p− 2r − 2)!!

(2p− 2r − 1)!!
cos2p−2r−1ΨR

− cotΨS +
cos2p+1 ΨS

sinΨS

+
(2p− 1)!!

(2p− 2)!!
sinΨS

P−1∑

r=0

(2p− 2r − 2)!!

(2p− 2r − 1)!!
cos2p−2r−1 ΨS

}

+
ε̃

r2p−1
0

(2p− 3)!!

(2p− 2)!!

{
sinΨR

P−2∑

r=0

(2p− 2r − 4)!!

(2p− 2r − 3)!!
cos2p−2r−3ΨR

+ΨR

+ sinΨS

P−2∑

r=0

(2p− 2r − 4)!!

(2p− 2r − 3)!!
cos2p−2r−3ΨS

+ΨS} (6.7)

が得られる。(2p− 1)!!は (2p− 1)(2p− 3) · · · 1を意味する。
　次に n = 2p+ 1の場合を考える。この時
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δt2p+1 =
ε1
r2p0

{
− cotΨR +

cos2p+2 ΨR

sinΨR

+
(2p)!!

(2p− 1)!!
sinΨR

p∑

r=0

(2p− 2r − 1)!!

(2p− 2r)!!
cos2p−2r ΨR

− cotΨS +
cos2p+2 ΨS

sinΨS

+
(2p)!!

(2p− 1)!!
sinΨS

p∑

r=0

(2p− 2r − 1)!!

(2p− 2r)!!
cos2p−2r ΨS

}

+
ε̃

r2p0

(2p− 2)!!

(2p− 1)!!

{
sinΨR

p−1∑

r=0

(2p− 2r − 3)!!

(2p− 2r − 2)!!
cos2p−2r−2ΨR

+ sinΨS

p−1∑

r=0

(2p− 2r − 3)!!

(2p− 2r − 1)!!
cos2p−2r ΨS

}

(6.8)

が得られる。
　ここまで積分は近似なしで計算してきた。天文学的なシチュエーショ
ンでは光の最近接距離はレンズから光源、観測者までの距離よりも遥か
に小さい。従ってこの場合、rS/r0 → ∞, rR/r0 → ∞とする極限をとる
ことができる。これよりΨR → π/2,ΨS → −π/2が導かれる。よって上
記の表式は簡略化することができる。n = 2pでは

δt2p = π
(2p− 3)!!

(2p− 2)!!

(2p− 1)ε1 + ε̃

r2p−1
0

(6.9)

が得られる。n = 2p+ 1では

δt2p+1 = 2
(2p− 2)!!

(2p− 1)!!

2pε1 + ε̃

r2p0
(6.10)

が得られる。cos(±π/2) = 0であるため、式 (6.7)、(6.8)の多くの項は式
(6.9)、(6.10)において寄与しない。その一方で [cosΨ]0 = 1であることに
注意する。表式 (6.9)、(6.10)は、rRと rS が大きい場合、時間の遅れ δt

は nε1 + ε2 = εと r−(n−1)
0 に比例することを示唆する。時間の遅れの符号

が光の曲がり角の符号と同じであることに注意する。ε > 0での時間の
遅れ δtは r0を除いて至る所で r0の下方への凸関数である。その一方で。
ε < 0での時間の遅れ δtは上方への凸関数である。図 6.2は rレンズ天体
に対するシグナルの放射源の運動を概略的に表している。放射源及びレ
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ンズ天体は短時間の観測の中で直線運動しているものと仮定する。これ
により r0(t) =

√
r2min + v2t2ととることができる。ここで vは視線方向に

対するレンズと光源間の相対速度の横軸成分である。rminは r0の最小値
であり、t = 0は一般性を損なわず r0 = rminの通過時間として選ばれる。
6.3左図は n = 1, 2, 3, 4での正の時間の遅れの曲線を表している。6.3右
図は ε < 0での負の時間の遅れに対応する。

where the subscript 2p indicates the case of n ¼ 2p and ð2p − 1Þ!! means ð2p − 1Þð2p − 3Þ…1.
Next, let us consider the case of n ¼ 2pþ 1. Then we obtain

δt2pþ1 ¼
ε1
cr2p0

!
− cotΨR þ cos2pþ2ΨR

sinΨR
þ ð2pÞ!!
ð2p − 1Þ!!

sinΨR

Xp

r¼0

ð2p − 2r − 1Þ!!
ð2p − 2rÞ!!

cos2p−2rΨR

þ cotΨS −
cos2pþ2ΨS

sinΨS
−

ð2pÞ!!
ð2p − 1Þ!!

sinΨS

Xp

r¼0

ð2p − 2r − 1Þ!!
ð2p − 2rÞ!!

cos2p−2rΨS

"

þ
~ε

cr2p0

!
ð2p − 2Þ!!
ð2p − 1Þ!!

sinΨR

Xp−1

r¼0

ð2p − 2r − 3Þ!!
ð2p − 2r − 2Þ!!

cos2p−2r−2ΨR

−
ð2p − 2Þ!!
ð2p − 1Þ!!

sinΨS

Xp−1

r¼0

ð2p − 2r − 3Þ!!
ð2p − 2r − 2Þ!!

cos2p−2r−2ΨS

"
: ð11Þ

Up to this point, integrations have been done without any
approximation. For astronomical situations, the closest
distance of light is much shorter than the distance from
the lens to the source and that from the lens to the observer,
so that we can take the limit as rS=r0 → ∞ and rR=r0 → ∞.
This leads toΨR → π=2 andΨS → −π=2, so that the above
expressions can be simplified. See also Fig. 2. For n ¼ 2p,
we obtain

δt2p ¼ π
c
ð2p − 3Þ!!
ð2p − 2Þ!!

2pε1 þ ε2
r2p−10

: ð12Þ

For the n ¼ 2pþ 1 case, we obtain

δt2pþ1 ¼
2

c
ð2p − 2Þ!!
ð2p − 1Þ!!

ð2pþ 1Þε1 þ ε2
r2p0

: ð13Þ

Note that ½cosΨ&0 ¼ 1, while a lot of terms in Eqs. (10)–(11)
make no contributions to Eqs. (12)–(13) because
cosð'π=2Þ ¼ 0. Equations (12)–(13) suggest that the time
delay δt is proportional to nε1 þ ε2 ¼ ε and also to r−ðn−1Þ0 ,
if rR and rS are large. Note that the sign of the time delay is
the same as that of the deflection angle of light. The time
delay δt for ε > 0 is a downward-convex function of r0
almost everywhere except for r0 ¼ 0, while δt for ε < 0
is convex upward.
Figure 3 shows schematically a motion of the signal

emitter with respect to the lens object. We assume that the
emitter and the lens object are in a linear motion during
short-time observations, so that we can take r0ðtÞ ¼ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
r2min þ v2t2

p
. Here, v denotes the transverse component

of the relative velocity between the lens and the source with
respect to the line of sight, rmin denotes the minimum of r0,
and t ¼ 0 is chosen as the passage time of r0 ¼ rmin
without loss of generality. Figure 4 shows curves for
positive time delays for n ¼ 1; 2; 3 and 4 with ε > 0.
Figure 5 corresponds to negative delays for ε < 0.

B. Frequency shift

Next, we consider the frequency shift caused by the time
delay. In most astronomical situations, observers cannot
know the exact time of the emission of light. Hence, the
arrival time delay cannot be measured directly for a single
image, although the arrival time difference between multi-
ple images (e.g., distant quasars) is an astronomical
observable [40]. Note that the round-trip time of a light
signal is a direct observable for a spacecraft such as Voyager
and Cassini. On the other hand, the frequency shift induced
by the time delay becomes a direct observable if the emitter
of a light signal moves with respect to the lens object [34].
The frequency shift y due to the time delay is defined

as [34,35]

y≡ νðtÞ − ν0
ν0

¼ −
dðδtÞ
dt

; ð14Þ

where ν0 denotes the intrinsic frequency of light and νðtÞ
means the observed one at time t. As Fig. 1 suggests, y < 0
if the emitter of light approaches the lens and y > 0 if it
recedes. In general, the expression for y may become
lengthy, though it is simplified for an integer n. First, we
differentiate Eqs. (10)–(11) with respect to time, where
we use

FIG. 3. Schematic figure for a motion of the light emitter (S)
with respect to the lens (L), where their positions are projected
onto the celestial sphere. The solid curve denotes the motion of
the lensed source projected onto the lens plane, while the
unlensed linear motion is denoted by the dotted line. The closest
approach of light to the lens is a function of time denoted as r0ðtÞ,
and its minimum is denoted as rmin.
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図 6.2: レンズ (L)に対する光源 (S)の運動の概略図。それらの位置は天
球面上に射影されている。実線はレンズ平面上に射影された、レンズの
影響を受けた光源の運動を表す。レンズの影響を受けない光源の運動は
点線で表されている。光の最近接距離は時間の関数であり、r0(t)で定義
される。その最小値は rminとする。

6.1.2 パルス周波数変移
　次に、時間の遅れによって引き起こされたパルス周波数変移について
述べる (図 6.4参照)。大抵の天文学的なシチュエーションでは観測者は
光の放射の正確な時間を知ることはできない。複数の像の到達時間差は
測定可能であるにも関わらず、単一の像の時間の遅れは直接測定できな
い [102]。光信号の往復時間は Voyagerや Cassiniのような探査機によっ
て直接測定可能であることに注目する。一方で、光信号の放射源がレン
ズ天体に対して運動する場合、時間の遅れによって引き起こされる周波
数シフトは直接観測可能となる [87]。
　時間の遅れによるパルス周波数変移 yは

y ≡ −ν(t)− ν0
ν0

= −d(δt)

dt
(6.11)
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dΨI

dt
¼ −

1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
r2I − r20

p dr0
dt

; ð15Þ

for I ¼ R; S. Next, we take the limit as ΨR → π=2
and ΨS → −π=2.
For n ¼ 2p, the frequency shift is obtained as

y2p ¼ π
c
ð2p − 1Þ!!
ð2p − 2Þ!!

ε

r2pþ1
0

v2t; ð16Þ

and for n ¼ 2pþ 1, it becomes

y2pþ1 ¼
2

c
ð2pÞ!!

ð2p − 1Þ!!
ε

r2pþ2
0

v2t: ð17Þ

Figure 6 for ε > 0 shows the frequency shift for
n ¼ 1; 2; 3, and 4. Here, the appropriate value of the

parameter r0 is chosen such that the peak location can
remain the same with each other in order to enable us to see
the behavior of y. The timing shift curve falls off more
rapidly as the parameter n increases. This is because the
gravitational potential decays faster as n becomes larger
[see the spacetime metric in Eq. (1)]. Equations (16)–(17)
suggest that y ∝ t=rnþ1

0 ∝ t−n for large jtj. See Fig. 7 for the
ε < 0 case.

C. Possible parameter ranges in pulsar
timing method

There are two observables in time delay measurements.
One is the amplitude of the time delay corresponding to
the curve height in Figs. 4 and 6, and the other is the
duration corresponding to the curve width in Figs. 5 and 7.
Equations (12)–(13) suggest that the size of the time
delay is

δt ∼
1

c
ε
rn0

: ð18Þ

FIG. 5 (color online). Time delay curves for ε < 0. Here, the
parameter values are the same as those in Fig. 4, except for the
sign of ε. FIG. 6 (color online). Frequency shift curves for ε > 0 corre-

sponding to Fig. 4. Here, the parameter values for n ≠ 1 are
rearranged such that the peak heights of the time delay curve can
remain the same as each other.

FIG. 7 (color online). Frequency shift curves for ε < 0 corre-
sponding to Fig. 5. Here, the parameter values are the same as
those in Fig. 6, except for the sign of ε.

FIG. 4 (color online). Time delay curves for ε > 0. The solid,
dot-dashed, dashed, and dotted curves correspond to n ¼ 1; 2; 3,
and 4, respectively. The horizontal axis denotes the time t in days
and the vertical axis means the time delay δt in seconds. Here, we
assume rmin is 40 AU and v ¼ 200 km=s. The lens is assumed to
be a ten solar mass black hole for n ¼ 1 (ε=rmin ∼ 10−8), and the
parameters for the other n are chosen such that the peak height of
the time delay curve can remain the same as each other.
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dt
¼ −

1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
r2I − r20

p dr0
dt
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for I ¼ R; S. Next, we take the limit as ΨR → π=2
and ΨS → −π=2.
For n ¼ 2p, the frequency shift is obtained as
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ε
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v2t; ð16Þ

and for n ¼ 2pþ 1, it becomes
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Figure 6 for ε > 0 shows the frequency shift for
n ¼ 1; 2; 3, and 4. Here, the appropriate value of the

parameter r0 is chosen such that the peak location can
remain the same with each other in order to enable us to see
the behavior of y. The timing shift curve falls off more
rapidly as the parameter n increases. This is because the
gravitational potential decays faster as n becomes larger
[see the spacetime metric in Eq. (1)]. Equations (16)–(17)
suggest that y ∝ t=rnþ1

0 ∝ t−n for large jtj. See Fig. 7 for the
ε < 0 case.

C. Possible parameter ranges in pulsar
timing method

There are two observables in time delay measurements.
One is the amplitude of the time delay corresponding to
the curve height in Figs. 4 and 6, and the other is the
duration corresponding to the curve width in Figs. 5 and 7.
Equations (12)–(13) suggest that the size of the time
delay is

δt ∼
1

c
ε
rn0
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FIG. 5 (color online). Time delay curves for ε < 0. Here, the
parameter values are the same as those in Fig. 4, except for the
sign of ε. FIG. 6 (color online). Frequency shift curves for ε > 0 corre-

sponding to Fig. 4. Here, the parameter values for n ≠ 1 are
rearranged such that the peak heights of the time delay curve can
remain the same as each other.

FIG. 7 (color online). Frequency shift curves for ε < 0 corre-
sponding to Fig. 5. Here, the parameter values are the same as
those in Fig. 6, except for the sign of ε.

FIG. 4 (color online). Time delay curves for ε > 0. The solid,
dot-dashed, dashed, and dotted curves correspond to n ¼ 1; 2; 3,
and 4, respectively. The horizontal axis denotes the time t in days
and the vertical axis means the time delay δt in seconds. Here, we
assume rmin is 40 AU and v ¼ 200 km=s. The lens is assumed to
be a ten solar mass black hole for n ¼ 1 (ε=rmin ∼ 10−8), and the
parameters for the other n are chosen such that the peak height of
the time delay curve can remain the same as each other.
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図 6.3: ε > 0(左),ε < 0(右)での時間の遅れ。実線、鎖線、破線、点線は
それぞれ n = 1, 2, 3, 4に対応する。横軸は時間 t(日)、縦軸は時間の遅れ
δt(秒)を意味する。ここでは rmin = 40[AU ]、v = 200[km/s]を仮定して
いる。レンズは n = 1で 10M"ブラックホールを仮定している。他の n

のパラメータは時間の遅れのピークの高さを揃えるように選択した。

として定義される。ν0は光の固有パルス周波数を表し、ν(t)は時刻 tで観
測された固有パルス周波数を意味する。図 6.4が示すように、光源がレン
ズに近づいた場合 y < 0となり、離れた場合 y > 0となる。yの表式は整
数 nでは簡略化されるが、一般的には長くなる。まず式 (6.7)、(6.8)を時
間に対して微分する。ここで

dΨI

dt
= − 1√

r2I − r20

dr0
dt

(6.12)

を使う。I = R, Sである。次にΨR → π/2とΨS → −π/2という極限を
とる。
　 n = 2pではパルス周波数変移は

y2p =
π

c

(2p− 1)!!

(2p− 2)!!

ε

r2p+1
0

v2t (6.13)

で与えられる。n = 2p+ 1では

y2p+1 =
2

c

(2p)!!

(2p− 1)!!

ε

r2p+2
0

v2t (6.14)

となる。
　図 6.5左は n = 1, 2, 3, 4での ε > 0のパルス周波数変移を表している。
この図は各 nでの yの振る舞いを見るためにピーク位置が揃うよう、適
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makes a change in the closest distance (and the impact
parameter) of the light ray to the lens object. Hence, the
Shapiro time delay and the induced frequency shift are
dependent on time and hence they are observables even if
the intrinsic frequency is unknown. In this paper, we thus
consider the source motion in the source plane.
Actually, it is the frequency shift by the gravitational

time delay that was measured by the Cassini spacecraft
experiment [34]. Hence, the present paper will study both
the arrival time delay and the induced frequency shift.
In particular, we re-examine the spacetime model that has
been discussed by Kitamura et al. [37] to study exotic
gravitational lensing effects. This spacetime metric depends
on the inverse distance to the power of positive n in the
weak-field approximation. The Schwarzschild spacetime
and the Ellis wormhole correspond to n ¼ 1 and n ¼ 2,
respectively, so that these spacetimes can be expressed as a
one-parameter family. This one-parameter model expresses
a spherical mass distribution that may be related with
violations of some energy conditions for a certain param-
eter region. Note that Birkhoff’s theorem could say that
cases n ≠ 1 might be nonvacuum, if the models were
interpreted in the framework of the standard Einstein
equation. This lens model has suggested possible demag-
nification of lensed images [37], radial shear [38], and an
anomaly in centroid motions of images [39].
This paper is organized as follows. Section II briefly

summarizes the basics of the inverse-power lens models
[37,38]. In Sec. III, we discuss time delay and frequency
shift in the modified spacetime. Possible parameter ranges
relevant to pulsar timings also are studied. Section IV is
devoted to the conclusion.

II. MODIFIED SPACETIME MODEL
WITH AN INVERSE POWER LAW

The present paper follows Kitamura et al. [37], who
assume that an asymptotically flat, static, and spherically
symmetric modified spacetime could depend on the inverse
distance to the power of positive n in the weak-field
approximation. We consider the light propagation through
a four-dimensional spacetime, though the whole spacetime
may be higher dimensional. The four-dimensional space-
time metric is [37]

ds2 ¼ −
!
1 −

ε1
rn

"
c2dt2 þ

!
1þ ε2

rn

"
dr2

þ r2ðdΘ2 þ sin2Θdϕ2Þ þOðε21; ε22; ε1ε2Þ; ð1Þ

where r is the circumference radius and ε1 and ε2 are small
bookkeeping parameters in iterative calculations. This
model under study might describe a regular distribution
of matter for n ≠ 1 (See [38,39] on this point). The weak-
field approximation means ε1=rn ≪ 1 and ε2=rn ≪ 1.
Namely, we study a far field from the lens object as
r ≫ ε1=n1 and r ≫ ε1=n2 . Note that Eq. (1) is not valid in the
strong field near r ¼ 0 (please see a note in [39] for more
detail). Here, ε1 and ε2 may be either positive or negative,
respectively. Negative ε1 and ε2 for n ¼ 1 correspond to a
negative mass (in the linearized Schwarzschild metric).
Without loss of generality, we focus on the equatorial

planeΘ ¼ π=2, since the spacetime is spherically symmetric.
The deflection angle of light becomes at the linear order [37]

α ¼ ε
bn

Z π
2

0
cosnΨdΨþOðε2Þ; ð2Þ

where the integral is positive definite, b denotes the impact
parameter of the light ray, we denote ε≡ nε1 þ ε2, and
we define Ψ by r0=r ¼ cosΨ for the closest approach r0.
By absorbing the positive integral into the parameter ε,
we rewrite the linear-order deflection angle simply as
α ¼ ε̄=bn, where the sign of ε̄ is the same as that of ε.
This deflection angle recovers the Schwarzschild (n ¼ 1)
and Ellis wormhole (n ¼ 2) cases. ε > 0 and ε < 0 corre-
spond to positive deflection of light and negative one,
respectively. Hence, let us call them a gravitational convex
lens and a gravitational concave one, respectively.
We mention an effective mass. A simple application of

the standard lens theory [40] suggests that the deflection
angle of light in the form of α ¼ ε̄=bn corresponds to a
convergence (scaled surface mass density) as

κðbÞ ¼ ε̄ð1 − nÞ
2

1

bnþ1
; ð3Þ

which implies an extended spherical distribution of matter
(or energy) for n ≠ 1 and a singular source only for n ¼ 1.
For the weak-field Schwarzschild case (n ¼ 1), it

follows that the convergence vanishes. If ε > 0 and

FIG. 1. Frequency shift due to the gravitational time delay.
There are two horizontal axes: one is corresponding to tS that
is the time measured by a clock at the source of light, while the
other is indicating tR that is the time measured by the receiver.
The dotted vertical lines and solid ones are corresponding to the
no-delay case and the time delay case, respectively. Signals of
light are emitted with the same time interval, so that the intrinsic
frequency of the signal can be constant. If the source is
approaching the lens object, the gravitational time delay of each
signal is increasing with time and hence the observed frequency
is lower than the intrinsic one, If the source is receding from the
lens object, on the other hand, the delay is decreasing and hence
the observed frequency is higher than the intrinsic one.
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図 6.4: 時間の遅れによるパルス周波数変移を模した図。二つある水平軸
のうち、上の水平軸は光源の時計で測定された時間を表す tSに、もう一
方はレシーバーで測定された時間を表す tRにそれぞれ対応する。二つあ
る上の水平軸から下の水平軸を結ぶ線は、点線が時間の遅れがない場合
に、実線はある場合にそれぞれ対応する。光のシグナルは同じ時間感覚
で発せられるとする。この時、シグナルの固有パルス周波数は一定であ
る。光源がレンズ天体に接近している場合、各シグナルの時間の遅れは
増加していく。従って観測されるパルス周波数は固有パルス周波数より
も低い。逆に光源がレンズ天体から離れていく場合、各シグナルの時間
の遅れは減少し、従って観測されるパルス周波数は固有パルス周波数よ
りも高い。

切な r0の値を設定した。パルス周波数変移曲線は nが増加するとともに
より急速に落ちこむ。これは nの増加とともに重力ポテンシャルがより
速く減少するためである [式 (2.74)参照]。方程式 (6.13)、(6.14)は大きい
|t|では y ∝ t/rn+1

0 ∝ t−nとなることを示唆している。

6.1.3 パルサータイミング法
　時間の遅れの測定には二つの観測量がある。一つは図 6.3左と図 6.5左
の曲線の高さに対応する時間の遅れの振幅である。もう一つは図 6.3右と
図 6.5右の曲線の幅に対応する継続時間である。表式 (6.9),(6.10)は時間
の遅れの大きさが

δt ∼ 1

c
εrn0 (6.15)
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dΨI

dt
¼ −

1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
r2I − r20

p dr0
dt

; ð15Þ

for I ¼ R; S. Next, we take the limit as ΨR → π=2
and ΨS → −π=2.
For n ¼ 2p, the frequency shift is obtained as

y2p ¼ π
c
ð2p − 1Þ!!
ð2p − 2Þ!!

ε

r2pþ1
0

v2t; ð16Þ

and for n ¼ 2pþ 1, it becomes

y2pþ1 ¼
2

c
ð2pÞ!!

ð2p − 1Þ!!
ε

r2pþ2
0

v2t: ð17Þ

Figure 6 for ε > 0 shows the frequency shift for
n ¼ 1; 2; 3, and 4. Here, the appropriate value of the

parameter r0 is chosen such that the peak location can
remain the same with each other in order to enable us to see
the behavior of y. The timing shift curve falls off more
rapidly as the parameter n increases. This is because the
gravitational potential decays faster as n becomes larger
[see the spacetime metric in Eq. (1)]. Equations (16)–(17)
suggest that y ∝ t=rnþ1

0 ∝ t−n for large jtj. See Fig. 7 for the
ε < 0 case.

C. Possible parameter ranges in pulsar
timing method

There are two observables in time delay measurements.
One is the amplitude of the time delay corresponding to
the curve height in Figs. 4 and 6, and the other is the
duration corresponding to the curve width in Figs. 5 and 7.
Equations (12)–(13) suggest that the size of the time
delay is

δt ∼
1

c
ε
rn0

: ð18Þ

FIG. 5 (color online). Time delay curves for ε < 0. Here, the
parameter values are the same as those in Fig. 4, except for the
sign of ε. FIG. 6 (color online). Frequency shift curves for ε > 0 corre-

sponding to Fig. 4. Here, the parameter values for n ≠ 1 are
rearranged such that the peak heights of the time delay curve can
remain the same as each other.

FIG. 7 (color online). Frequency shift curves for ε < 0 corre-
sponding to Fig. 5. Here, the parameter values are the same as
those in Fig. 6, except for the sign of ε.

FIG. 4 (color online). Time delay curves for ε > 0. The solid,
dot-dashed, dashed, and dotted curves correspond to n ¼ 1; 2; 3,
and 4, respectively. The horizontal axis denotes the time t in days
and the vertical axis means the time delay δt in seconds. Here, we
assume rmin is 40 AU and v ¼ 200 km=s. The lens is assumed to
be a ten solar mass black hole for n ¼ 1 (ε=rmin ∼ 10−8), and the
parameters for the other n are chosen such that the peak height of
the time delay curve can remain the same as each other.
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Figure 6 for ε > 0 shows the frequency shift for
n ¼ 1; 2; 3, and 4. Here, the appropriate value of the

parameter r0 is chosen such that the peak location can
remain the same with each other in order to enable us to see
the behavior of y. The timing shift curve falls off more
rapidly as the parameter n increases. This is because the
gravitational potential decays faster as n becomes larger
[see the spacetime metric in Eq. (1)]. Equations (16)–(17)
suggest that y ∝ t=rnþ1

0 ∝ t−n for large jtj. See Fig. 7 for the
ε < 0 case.

C. Possible parameter ranges in pulsar
timing method

There are two observables in time delay measurements.
One is the amplitude of the time delay corresponding to
the curve height in Figs. 4 and 6, and the other is the
duration corresponding to the curve width in Figs. 5 and 7.
Equations (12)–(13) suggest that the size of the time
delay is

δt ∼
1

c
ε
rn0

: ð18Þ

FIG. 5 (color online). Time delay curves for ε < 0. Here, the
parameter values are the same as those in Fig. 4, except for the
sign of ε. FIG. 6 (color online). Frequency shift curves for ε > 0 corre-

sponding to Fig. 4. Here, the parameter values for n ≠ 1 are
rearranged such that the peak heights of the time delay curve can
remain the same as each other.

FIG. 7 (color online). Frequency shift curves for ε < 0 corre-
sponding to Fig. 5. Here, the parameter values are the same as
those in Fig. 6, except for the sign of ε.

FIG. 4 (color online). Time delay curves for ε > 0. The solid,
dot-dashed, dashed, and dotted curves correspond to n ¼ 1; 2; 3,
and 4, respectively. The horizontal axis denotes the time t in days
and the vertical axis means the time delay δt in seconds. Here, we
assume rmin is 40 AU and v ¼ 200 km=s. The lens is assumed to
be a ten solar mass black hole for n ¼ 1 (ε=rmin ∼ 10−8), and the
parameters for the other n are chosen such that the peak height of
the time delay curve can remain the same as each other.
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図 6.5: 図 6.3に対応する ε > 0(左),ε < 0(右)でのパルス周波数変移。曲
線のピークを n = 1にあわせている。

で与えられることを示す。継続時間の大きさはおおよそ
Ttd ∼

δt(
d(δt)

dt

) ∼ r0
v

(6.16)

で与えられる。新規な物質の運動には確立された理論がないので、vは銀
河の典型的な回転速度のオーダーを持つものとする。現在のパルサータ
イミング測定はおのおののパルサーに対し、年数回行われている。タイ
ミング到着分散の二乗平均平方根の残差はパルサーに依存しており、ほ
ぼ 100− 1ナノ秒 (ns)である。最近接の適切な値は

r0 ∼ 40AU

(
Ttd

1year

)(
v

200km/s

)
(6.17)

である。新奇なレンズのポテンシャルはおおよそ
ε

rn0

(
∼ 10−11 δt

100ns

)
(6.18)

である。これはパルス周波数変移 y ∼ 10−15に対応する。この精度はすで
にミリ秒パルサーで得られている [92,93]。新奇なレンズモデルの数密度
に与えうる制限を考える。レンズ天体が体積 v ∼ πr20DSの円筒内に侵入
したとき、一つのイベントが検知されるだろう。有効的なサーベイの大
きさは観察されたパルサーの数Nzpとパルサータイミングプロジェクト
のトータルの継続時間 Tptの両方に比例する。従って、レンズ天体の数密
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度は

ΩL < 103pc−3

(
40AU

r0

)2(1kpc

DS

)(
10year

Tpt

)
(6.19)

と制限される。この制限はとても小さく見えるが、興味深い。なぜなら
n > 1では無限遠方で質量０であり、新奇な物質は星の運動や銀河の回転
等の観測により制限されるとは思えないからである。

6.2 結果と考察
　距離の逆 nべき時空のレンズモデルでの光の到着時間の遅れ及びパル
ス周波数変移を調査した。重力凸レンズによる時間の遅れはレンズモデ
ルがたとえエリスワームホールのように負のコンバージェンスを持つも
のであっても正になるだろう。一方、重力凹レンズによる時間の遅れは
レンズモデルのコンバージェンスが正であっても負になるであろう。
　 Janis-Newman-Winicour計量を使用することによって、Virbhadraと
Keeton [36]、DeAndreaとAlexander [89]は強い裸の特異点 (どのような
光子球によっても覆われない特異点のこと)によって負の時間の遅れが引
き起こされることを示した。このことから負の時間の遅れには強重力場
が必要であると考えられた。しかし、様々な時空モデルを元にした今回の
研究から、負の時間の遅れは弱場でも引き起こされることが示された。最
後に先行研究 [?,70,90]との比較について言及する。彼らは負のコンバー
ジェンスと密接に関連するレンズ効果中に奇妙な特徴を発見した。一方
でこの論文では、コンバージェンスが正であっても負の時間の遅れが重
力凹レンズによって引き起こされることを示した。
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第7章 結論

　この論文では、多体の重力レンズの解析的研究と一般的な計量による
重力レンズとそれに伴う現象、または観測への応用について議論した。

研究１：多体系による重力場中の光の軌道方程式に対する摂動解法の構
築
研究２：Schwarzschild時空やワームホールと呼ばれる時空間トンネルの
ような構造を持った時空、またそれらをさらに一般化した計量を用いた
重力レンズに関する物理量の計算とそれらを発見する手法の立案
研究３：木星質量程度のダークマターハローによるマイクロレンズ効果
と観測可能性の議論

　研究 1では高次の方程式である多数の天体による重力場中の光の軌道
方程式を、ある一つの天体とそれ以外の天体との質量比が微少量である
としてテイラー展開することで、摂動解を導いた。研究１の特色として、
複数のレンズ天体間同士の視線方向の距離を違うものとして計算するこ
とに成功したことと、レンズ方程式を天体の質量比を展開パラメータと
して摂動的に解いたことが挙げられる。本研究の前には複数のレンズ天
体が同じ距離にあるとした計算しか行われていなかった。またこの研究
は、解析的手法により光の経路を与え、かつ、モデルのパラメータ依存
性を明らかにしたという点で特徴的である。今後の研究として現在の最
新の数値計算結果と比較することが挙げられる。
　研究２では質量等の時空構造を特徴付けるパラメータを ε、計量と呼ば
れる２点間の距離を表す量において平坦時空からのずれを空間の中心か
らの距離 rの関数として r−nと表し、パラメータやパラメータ依存性に任
意性を持たせた時空構造を仮定し、重力レンズに関する物理量を求めた。
結果として、光の曲がり角、像の変形、増光曲線、光中心、時間の遅れと
いった観測可能量を得た。この時空は、Schwarzschild時空とエリスワー
ムホールの計量の成分がそれぞれ距離の-1乗、-2乗であることから推定

73



し考案された。研究２の特色は、Schwarzschild時空やワームホール、ま
たはボイド等を含んだ計量を用いて重力レンズに関する物理量を計算す
ることで様々な時空の性質を包括的に扱うことができるという点である。
今後の研究として、重力レンズシアはより現実的な天体を対称として研
究することが、光中心は正と負の光中心の区別が、それぞれ挙げられる。
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付 録A ダークマターハロー

ここではダークハローによる光の曲がりと増光について議論する。

A.1 ダークマターハローの密度分布
ハローや銀河のように点として見なせない広がった天体をレンズ物体と
した重力レンズを考える際よく用いられるレンズモデルは SIS又はコア
入り SISである。しかしこれらのレンズモデルではダークハローを再現
することはできない。なぜならダークハローの密度分布は中心に近づく
に従い密度の変化が急になり、SISのような単純なモデルではそれを表現
することはできないからだ。よって、本論文では SIS以外の密度分布を
用いることにする。
　ダークハローの密度分布として有力視されているものの一つにNFWプ
ロファイルと呼ばれる密度分布がある。

ρ(r) =
ρs(

r

rs

)1.5(
1 +

r

rs

)1.5 (A.1)

また近年では高精度のN体計算より、中心付近のべきがさらにきつくなっ
たモデルも考案されている。本論文ではべきをパラメータ化した密度分
布である generalized NFWを用いる。この密度プロファイルは次式で与
えられる。

ρ(r) =
ρs(

r

rs

)γ (
1 +

r

rs

)3−γ (A.2)
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A.2 重力レンズ
A.2.1 質量面密度
Σ

ダークマターハローの表面密度を求める。表面密度は式 (A.2)を視線方向
に積分することにより得られる。
　この積分は α = 0, 1, 2の時積分を計算することができる。

Σ

θ < 1

Σ = 2ρsrs

{
2

(1− θ2)
3
2

tanh−1

√
1− θ

1 + θ
− 1

1− θ2

}
(A.3)

θ > 1

Σ = 2ρsrs

{
− 2

(θ2 − 1)
3
2

tan−1

√
θ − 1

θ + 1
+

1

θ2 − 1

}
(A.4)

θ < 1

Σ = 2ρsrs

{
π

2θ
− 2√

1− θ2
tanh−1

√
1− θ

1 + θ

}
(A.5)

θ > 1

Σ = 2ρsrs

{
π

2θ
− 2√

θ2 − 1
tan−1

√
θ − 1

θ + 1

}
(A.6)

A.2.2 レンズ方程式
レンズ方程式

レンズ方程式に (A.2)を代入すると、
γ = 1では
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β = θ − A

{
1

θ
log

θ

2
+

2

θ
√
1− θ2

tanh−1

√
1− θ

1 + θ

}

= θ −
(√

3DOLθE
rs

)2{
1

θ
log

θ

2
+

2

θ
√
1− θ2

tanh−1

√
1− θ

1 + θ

}
(A.7)

for 0 ≤ θ ≤ 1

β = θ − A

{
1

θ
log

θ

2
+

2

θ
√
θ2I − 1

tan−1

√
θ − 1

θ + 1

}

= θ −
(√

3DOLθE
rs

)2{
1

θ
log

θ

2
+

2

θ
√
θ2I − 1

tan−1

√
θ − 1

θ + 1

}
(A.8)

for θ ≥ 1

γ = 2では

β = θ − A

{
π

2
+

1

θ
log

θ

2
+

2
√
1− θ2

θ
tanh−1

√
1− θ

1 + θ

}

= θ −
(√

3DOLθE
rs

)2{
π

2
+

1

θ
log

θ

2
+

2
√
1− θ2

θ
tanh−1

√
1− θ

1 + θ

}

(A.9)

for 0 ≤ θ ≤ 1
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β = θ − A

{
π

2
+

1

θ
log

θ

2
− 2

√
θ2 − 1

θ
tan−1

√
θ − 1

θ + 1

}

= θ −
(√

3DOLθE
rs

)2{
π

2
+

1

θ
log

θ

2
− 2

√
θ2 − 1

θ
tan−1

√
θ − 1

θ + 1

}

(A.10)

for θ ≥ 1

また

A =
16πGρs

c2
DOLDLS

DOS
rs (A.11)

θE =

√
4GM

c2
DLS

DOLDOS
(A.12)

である。

79



A.3 ダークマターハローの光度曲線
次にダークハローの光度曲線を求める。対称としている天体は木星質量程
度のコンパクトハローである。光源をLMC内の星とし、観測者からレン
ズまでの距離を 1/

√
3[Gpc]とする時、光度曲線は図 (A.1)で与えられる。

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 14

-1 -0.5  0  0.5  1

y

x

Schwarzschild
gamma=0
gamma=1
gamma=2

図 A.1: 木星質量程度の Schwarzschildレンズとコンパクトハローによる
光度曲線。
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